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"Vorwort. 



DiP Bogrünclrr ilcr Tliporif (l<»r zwHifai'li im<>nilliclT'ii Tliftiircilien sinri lipkimut- 
lich die Herren Göpel und liosenhain, welche diese Transcendeuteu zum Zwecke der 
LSsniig des ümkduproblenM der dem Falle j> « 2 eatopreehendtn hyperelliptiaeheii 
Tntp^;r.ilo aufgestellt und die Theorie derselben soweit ausgebildet haben, als es ihnen 
zur Erreichung dieses Zieles nothwendig erschien. Das hierzu eiogeschlageDe Ver- 
fthnn ist jedoch bei beidea Autoren weeentlicb Tenebieden. 

Den AuNgaug!i]>uiikt fUr die T'iitor.'^ucliungeii von Giqid*) bildAt die Erkenntniss, 
dau eich aus den sechzehn Thetafunctionea auf mehrere Weisen vier aittawähleB 
lasam, durch deren Qoadrate die Qnadrate der zw(lf ttbrigen linear anagedrlekt werden 
fcSnnen. Hiervon ausgeliend gnilt G'tjf l, anücbeinend ganz willkflz&ch, vier Tbeta- 
funetionen heraus, drückt durch deren Quadrat« die der zwölf flbrigcn an* und findet 
weiter, dass diese vier Functionen selbst durch eine eigenthOmliehe Relation vierten 
Crndea, die sogenannte G6pd sehe Uqnadratische Relation, miteinander verknüpft sind. 
Ausser ilnn erhaltenen < ileir huniren findet! sieh bei Göjn'l nur noi li wcnigt' Tiieta- 
relationcuj auch tragen »eine Furuielu i-iu specielles Gepräge; sie sind tür Giq^el eben 
BW Hlll&inittel and nicht Selbstzweck. 

Auf ganz anderem Wege geht Herr Hoscnhciii'^ i vnr. Die Grundlage für seine 
Untersuchungen bildet eine Thetaformel, welche einer von Jacobi für die elliptischen 
FonctiiHMii anfgeetdlleu eatapricht oad aaeb anf ihnliehem Wege gewona» wird. 
Aus dieser als Staiuiuforuiel leitet er dann das ganze System der zu derselben Kate- 
gorie gehörigen Thetaformeln her, stellt dieselben tabellarisch zusammen und gewinnt 
aaa ibaeD dareh Speeialidnuig alle jene Relationen, welche f Br seine Litonag dea Um» 
kehiproblems not1iwtni<H^' ><iud. 

Vergleicht man die von den beiden Autoreu zur Gewinnung von Tketarelationen 
■Bgewandten llefhodan väk «ibaader, m> gebflbrt der BoMnAatn'aeheii der Vonag, da 
bei ihr die alnunlilidiieii FonaelD aaa einer gemoasamen Qaelle abgeleitet warden, and 



•) Göpel, Tfaeoriae tnUMceodeotium AU«lianarum prirai ordinia aJumbratio levil. Crelle't 

Jentasl, Bd. s«, pg. vii. 

*^ AosMhoi«, Mteoin snr les fonctioiw da deuz vatiablcs et i> quatre p^riodes, qni sont 
las iasenas das Ibaotieas altHk-ellipilitaas de la pmüite dasae. Keeoell das laranls An^en de 
l^aeadteia dss seianas de Paris, tose XI, p«. Ml. 

9* 
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man fl;i'liirtli 'r. i' i; Stiind ■^•'■^•■i/A ist, W( iii]_'>ten« cinon Ueberbliik über ila-S ganze Ge- 
biet der möglichen :jp«cieiien Formeln zu erhaltea. Doch trageu auch die sämmtlichen 
BotaükuK^tekm Fornela, eb«MO wi« die Qoelle, am der ae ffieseen, ein individaelleB 
'{epräge. insofern ah allgemeiue. d. Ii. niclirpre Formeln mufassendo Typr^n nicht gegeben 
werden. Der innere Uruud hierfür ist darin zu sacbeu, dus die bei liosenhaiin den 
AuBgangspiiukt bildende Fomel, die eelbat sehon eine aeeondSn ist, nur schwer ibre« 
•pedellen Charakters entkleidet werden kann, dann aber htuptelchlii^b darin, Ja^s eine 
von allgemeinen Geticbtapunkten aasgebende Behandlung bei dem damaligen voU- 
■timdigen Mangel einer Cbarakteristikentbeorie Hiebt wdil mSgUdi war. 

Nach dorn Erscheinen dieser grundlegenden ArbeitHl Wi gi ugm beinahe dreissig 
Jahre, ohne dan» die in Rede stehenden Thetarelationen eine von neaen Gesichtspunkten 
ausgehende Bearbeitung erfuhren, trotxdem innerhalb dieser Zeit die zweifach unend* 
liili 'M Thtiiiroihi ii niilit nur bei reiu analytischen, sondern aaeh bei geonetriachen 
und lui-iliauisclieu Problemen eine immer grössere Bedeutung gewannen, auch die 
Theorie der Transformation derselben durch die Herreu Hcrmäc*) und Königdterffer**) 
angebahnt wurde. Erst in den Arbeiten der Herren JBordtortft***) und Weber f) greift 
eine allgemeinere Anfiassiing Platz, insofern als die Genannten sich von speciellen Charak- 
teristiken frei m maeheu streben, und insbesondere Herr W'eUr die Thetarelationen in 
angemeiner CSeetalt an gewinnen «neht Di» betreflSuideD Formeln werden aber bei 
Herrn Wrhfr nicht aus einer einzigen ITauptformel abgeleitet, vielmehr benutzt der- 
selbe, um zu den einzelneu Formeln zu gelangen, die Methode der unbestimmten Coef- 
fieienten, die an ihrer Anwendung «chon die Straetur der an gewinnenden Formdn als 
bekannt voraussetzt und daher weder über den inneren Omnd der Eutstehni^ DOOb 
Uber die Vollständigkeit des gewonnenen Formelsystems Aufschluss gibt. 

Eine eiobeHIiehe, die Terseliiedenen Thetarelationen lunfiuHnd« Theorie, wie 
ich sie im Folgenden zu geben vertucbe, ein Einblick in die StrucIllrverhäUnisge der 
Formeln und ibre Abhängigkeit von einander wurden erst möglich, nachdem die Fon- 
damentalfonnel Ahr diese Theorie gefimden war, ans der alli» von alnmtljAeB Aatofeu 
bis dahin gewonnenen Relationen zwischen den sechzehn Thetafbnelioueu direkt ab- 
geleitet werden können. Dieeie Furmel, welche die Grundlage meiner Untersuchnngen 
bildet, geht aus einer für beUebiges geltenden, von RieuMnu za Anfang der sech- 
siger Jahre anfgestellten und von meinem boehvarehrten Lehrer Herrn Prof. Prym 



•) MtmUt, 8ar la tbtfotie d« la tnaifenaalioa das ftiMliaM AMUeoM*. Coppte» 

rendui, tomC XL. 

" K.ituij^hrri),, , i'eber die TkaBiAimtiga der AM'iebiB FuHtioMa sistar Ordnug. 

Cn'lk'.'i Journal, Il<i. til imd 05. 

***) Borehardl, Vvhi-r ilic Daretelloiig der Kniumer'tchen Flüche vierter Onlnang mit leeh- 
lahn EnoleapaaktiB dueb dis OSpcrMtae Uqesdsatiaclw ßdatioa iwischea Tier TbetafoactioDSB aiit 
■vai TariaMa. CrsUe't Jvomal, Bd. W, pg. SN. 

t) Weber. Anwendung der Thctafnnctionen xvcier Verlnderlicher anf die Tbcorie der 
Bawcgnnfir eines fenteo Kerpen in einer FlQniKkeit. .Math. Annaleo, Bd. XIV, pg. 173, nad: üaber 

die Kunnu 'i r!i'' s.frtt'i' (iriiiuing mit «ecii^-'liii Kucitt'ni'unkten nnd ihre Baaiahaaf so das 

Thelafunctioneu mit zwei VcrilDdcrlicheD. Crelle's Journal, Bd. 84, pg. SSS. 
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zugleich mit ihrer Ableitung mitgetln ilU-n Thetaformel*) hervor, indem man dieser die 
Ton Herrn iVjfm ugegebene allgemeinere Gestalt (12^ verleiht und hierauf, entoprechend 
dem TOfliegenden specidl«B Falle, fDr p den Werth 2 wtst 

Ueber den Inhalt und die Anordnung der vorliegenden Arbeit erlaube ich mir 
Boch Folgendes beizuiiigen. Nachdem in Art. 1 die zweifach unendlichen Thetareihen 
definirt und ihre wesentlichen Eigenschaften angefahrt sind, wird die eben erwähnte 
Fundamentalformel aufgestellt. Die bedeutende Rolle, welche die Charakti n^iiken der 
Th<'tareih<'ii in der weiteren Untersuchung spielen, Hess es wfliischenswerth erscheinen, 
dieselben zunächst selbständig zu behandeln. Die iui Laute der Arbeit zur Anwendung 
kommeoden Definitionen und Sätze, welch' letztere theilweiee echon von Qemi W&er 
in den oben erwähnten Arbeiten ^efreben wurden, sind daher in Art. 2 zusammen- 
gestellt Im Anschluss hieran behandelt Art. 3 die £igenschafteu einiger aua Charak- 
teriitikenekmeBten gnbüdeter, häufig wiedeikehrender Aoedrlleke. Nach dieaen Voi<- 

bereitnngen wir<! in Art. 4 aus iler Fundanientalformel ein merkwürdlgea System linearer 
Gleichungen, (Ü), zwischen Grössen x und x abstrahirt, das fOr die beebuchtigte Theorie 
TOB fondÄmestaler P e dcut i m g ist, inaofem ela «a in gewteaen «na San ahkitimreu 
Gleichungen die flnimltyiien ffir die nmSdist aufzustellenden allgemeinen ThetafinnmlB 
liefert Dasselbe bildet den dem Wwtiie j> 2 entsprechenden sjpeciellen Fall jenea 
allgemeiBeB Oleiehnnganjslenu, welehea caent tob Herrn Prpm**) in die llieoiie der 
p.fach unendlichen Tlietareihen eingeführt wurde und dort dieselbe Kollc spielt, wie 
daa Sjatem (ß) in dem gpeciellen Falle ^ » 2. Die Behaudlong des Syatema (ß) f&hrt 
nnn in den Art. 5^ 6, 7, 8 smdelMt ta Oleidioi^^en, -von denen jede vier GrBeaen x und 
vier <^!rÖRäcn x' enthilt^ and welche, ent>|>rechcnd der Untenelieidvng der in ihnen auf- 
tretenden SyatenM von je vier CharakteriatikeB in Viemqrateme enter nnd zweiter 
Art, in zwei TereefaiedeDe Clasien «rfhnen. Tb Art 9 wird dann das Gleichungen^ 
aystcm (S) in der Weise specialisirt , dass die den sechs ungeraden Giarakteristiken 
entsprechenden Grössen x' der Null gleich gesetzt werden. Die dadurch geschafienen 
iieziehungcn zwischen den Grössen x liefern eine eigenthflmlichc Zerspaltung der den 
sehn übrigen (Frössen x entsprechenden Gleichungen und nihren schliesslich in .\rt. 10 
zu den den iloMiiAam'schen SeehaenyatemeB entsprechenden Belatimmi zwischen secha 
Grössen x. 

Nachdem auf diese Weise das Gleiehangensjsiem (S) ToUattndig behaadett ist, 

beschäftigen sich die z'inäch^t folgenden Artikel damit, die gewonnenen Gleichungen 
in X, X für die Herstellung von Thetaformeln zu vertvenhen. Der Art 11 handelt 
in Kfliie Ton den den Gleichungen der Art 6, 7 entapredieBden Thetafimneln und 
berücksichtigt insbo.sondcrf iiir>- Heziehungen zu den in den Tloactihaiii'Hchen Tafeln ent- 
haltenen. In Art. 12 werden dann die in Art 4 mit x, x bezeichneten, deu Gleieihangen 
(5) unter allen UmstBaden genügenden TheUprodnete den Bedii^(nngen dee Art 9 



•} iVym, ÜBlsiaadiaB0n «birdie RSemann'mhe ThstsAmHl ead die BieMsalMte Chatsk» 
t. ri^tikentheorie. Lsipsis UN« Tseboer. Anf dieselbe Aibsit ist aaeh das aif Ssits S itebeada 

Citut lu beliehen. 

" i'r'iw. .1. «, 0., Usbsr ein fBz die Thtorie dar TbstalbastieMB fBateneatalss By^sai 

Gleich ungen. 
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cnUprecheud in ihren Variablen üpecialisirt und in die Formel (R) des Art. 9 ein- 
geführt Auf di«M W«U« «nUteht aus (R) die fondamenUle TheUfonnel (6), «eiche, 
entipraeheBd den mSglidieD Yerftigungeii Ober die in ihr Toikommenden Argumente, 
dM unter A, B, C KttgMtaie vollsiüiiJigc System von Thetarelationen liefert. Mit der 
Discussion der gewonnenen Formeln iMKchäftigt sich der Art. 1.3, während dcti Art. 14, 
15, IG die Aufgabe zufällt, die Totalität der aus denselben hervorgehenden speciellen 
Gleichungen auf eine geringste Aiizuhl von einander unabhün^^i^'fT tu rcducircn. Dieses 
Problem wird in doppelter A\ eise <lurchgefÖhrt, indem da-s eine Mii! TArt. ! t, , in 
Verallgemeinerung des Rosetiliaiu uchaix Verfahrens, vier Functionen, dtreu Ciijirakteri- 
stiken ein beliebiges Vierersysteni «weiter Art bilden, das andere Mal (Art 16), in 
Verallgemeinerung des G^/ifrschen Verfahrens, vier Functionen, deren Charakteristiken 
ein beliebiges Vierersjstem erster Art bilden, zum Ausgangspunkt genommen werden. 
Bei diewr BehandlDBgMigt riA ein mericwOrdiger, Im dahin nicht bemeihtwPunlldinnne 
zwischen den Untersuchungen GöpeFs und Kosnihain», der am Schlüsse des Art. 16 
näher beleuchtet wird. In Art 17 endlich wird anhangsweise das Additionstheorem der 
dem FaUe j» — 2 enfopreebenden ThetaqnoüenteD in allgemeinster Form anfgeitellt 

Dif- vorlii'tri^nde Arbeit vf-rrl uikt üitm Eiit^teliunj^ den Anregungen, die ioh als Mit- 
glied des von Herrn Prof. I'nfm geleiteten mathematischen Oberseminars der UniTersität 
Wllnbnig empfangen habe, nnd Ar welche ich an dieser Stelle meinem hoefaverehrten 
Lehrer den würmsteu Flauk aii.ss|irr'i.lii'. Stehe ich mit meinen Untersuchungen auch 
Tiel&ch auf den ächnltern meiner Vorgänger, so glaube ich doch die einheitliche, von 
jsdw Votandieidui^ swiMhoi den leabs ongenden Chanklaiiatikein abaehende Be- 
handhing dar gutellten FioblMne als dnen Forlsebritt beinditn m dlixfiuu 

Wftrxbarg, im Juli 188L 

Dr. Adolf Enam, 



bfriihtigug. 

Auf pag; St, Z. Sl, 83 niuit« es beiaaen: 
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THEOBIE 



ZWEIFACH UNENDLICHEN THETAREIHEN 



AUF OBUXD 



DER BlEMANirSCHEN THETAFOBHBL. 



1. 

Die swffl&ch unendUdie ^- Reihe: 

in welcher e,, f,', game Zahlen, o,, — Oj,' -f- "u' '» =" + "12 '» 
-f- o^"! 4*S*8^ beliebige complese Consianten bezeichnen, welche nur den zur Con- 
vergenz der Reihe nüthigen BeUinguiigeu (a,/ < 0, a,t'' — OnOtt < ^) unterworfen sind, 
ist de «awerthigc uuJ für cndlieh« v anch etatige Fvatüiai dar oomplezen Terinder^ 
liehen v,, durch die Bedingangen: 

(i)«[i.a(f,+«<i».)-(-i)':«[;;.yw«'.), «[;;.y(«iit^+««)-(-i>«[;.;:.](*.!«k), 

+ i', + «m) = (— 1)'* »[;'.;'.](i'i!u,)<?-*'*— » 



bia auf einen von den Variablen i' freien constsnter Factor bestimmt 

Der Zahlencomplcx !^'' '''] , J<'r, wenn dadurch kein Missverstiindniss zu be- 
fürchten ist, in der I^'olge abgekürzt mit [<] bezeichnet werden soll, heisst die Charak- 
terieük der ».Reibe. 

Aua der die »-Reihe darstelleDden nraifiwli uoendUebeii Baihe lassen sieh ohne 
Mühe folgende Glciciiintgcn iiblciten: 

(3) ±* s - #[;.^.](t»,|t;,), *[;., ± «J(v>,) = *[;;.;;.]K|tv), 

(6) wii-«k) = (- 1)"" +-'ö[;'.yc«'ii''i)- 

Die Gleichungen fS^, 1 J ' zeigen, diiss, wenn iiiaii vi n ilrn 1 iiiist;it;|pn Fnftoren -4* 1 
absieht, im Ganzen nur sechzehn wesentlich verschiedene i^-iieiheu existiren, als wekdia 
dfctjenjgen geBommen werden kBaneD, denn GbaraUeriftibMi nnr die ZahUn 0, 1 ent- 
halten: Holi he Charakteristiken werdm Nonnalehankteriatiken gemuiaL Die CHeldra]ig(6) 

K.KXIMM, twtlf. iia«ii4L TiMUnUwa. 1 



lint erlreBiien, dam die 4KRdhe eine gnade oder ii]i({ende PnneUon u/t, je aaehdem 

fjfi' I (mod. 2j oder £,f,' + f,fj' — 1 (mod. 2) ist. Der Au8driiek(— 1)'»*''+^^' 

soll ia der Folge zur AbkQrzung durch das Symbol ( — Ij Tertreteo wirden. 
Beseichnet man feiner das System: 

f. + 2 «11 + Y «11 + «» I + j" a„ + fl,, + 

wo unter m, x ganze Zahlen zn tantehen sind, symbolisch mit (v + *) , ( 'itsiprt chend 

andi «1 ' mit (u), ao erhält man die im Späterea iriederholt sur Anwendung kom- 
mende Relation: 

imd, imter if X f^eiehfidla guM ZaUen ▼entaaden, umdi die fblgende: 

(7) •wlv -f- — (— l)l*>l«#(e](»)e-<*«V+«*.<,*.+-»iW-ii.i -«1.4, 

wo (— zur AbkOraung au Stelle tob (— l)^V+Vi.+*V+«,'i. gesetzt ut 

Ddiuirt ma aafOidi, nuter («), («X («X (0 lUiaUilagige Veiindarlidke Tentaodea, 
die Yariablan (i^), (v*), («r'), (0.(l^wdl die orihogonalen iaTolntoiiaeli«n Olaiebangen- 
•jateme: 

«1 + i'i + '«'i + = 2m,' , M, + r, + IC, + = 2m/ , 

(J) + — »1-^ — M. + t'. -<r, = 2r;, 

— »1 + »,— ^ — Sw,'» , _ ,^ + ,^ _ <^ — 2«^', 

ao liefert zu diesen Systemen die in der Einleitung erwähnte Skmanns<A\e Fundamen- 
talfonnel, in der ihr von Herrn JVym g^benen allgemeiiMMn Gestalt (12')*), fOr 
j> « 2 die Gleichung: 

(8) 4#M{2n')*h + P]«2t-ld[ij + 0]i2icU{yj~Q-<s]i2(} 

welche die Grundlage für die folgenden l.'ntersiiclningen bildet. In ihr bezeichnen 
[>? + f]» [>? + ff]> f»? — Q — <f] drei Charakteristiken , deren Elemente sich aus den 
entsprechenden Elementen der drei willkfihrlich wiihlbaren ChanirtariatikeD (17], [q], [ff] 
in der durch die Bezeichnung hinreichend markirtcn Weise zusammensetzen, während 
die drei rechts stehenden Charakteristiken [e + ^J« [< + ^'li ~ 9 — ^] >Q gleicher 
Weise ana [e], [«} eotatalMii (jwiglL Dd. 3. im folgenden Art.). Ea Tertritt ferner 
daa Symbol (- l)MlCii den Audraek (— l)*»«.'-!'»'«-!-«.«. -i-V«, and endliah iat die 

*) Ftym, Die RkmaiuM» ThstafenNl ead ihre VataUgaaMiasraBg. Laipaig IMt, Taabaar. 



Suiutnation auf der ndlten Seite Ober alle Terme zu irstrecken, die aus dem allgemeinea 
tilit'J- « ut stehen, woiiii man darin au Stell« von [<j dertteibe n&cli simmtlicbe aechsebn 

Normalcharakteristikeu treteu lüsbt 

2. 

Zunicbst sollen die Cbarakteristiken der d'-Keiken aU selbatäudige Zahleu- 
eomplexe betnebtet werden. In Betng auf dieselben gelten folgende Definitionen 

uod SSt^e: 

Def. 1. Eine CharakferisHk [i] sM gerade (xfer uwjerade genannt werden, je nadtdem 
f^t^' -|- «,f,' :z; 0 (mod. 2) oder «,«,' 4- =^ 1 Cmod. 2) ist. 

Mit der Charakt»iistik 'f \ ist <hiuii, naeli lö des Art. 1^ zugleich immer auch 
die Function II gerade und ungerade, und ea Teiachwindet 4'[<J|0} fBx jede un- 

gerade Charakteriatik [fj. 

Drf. 2. Zuei Charakteristiken [<], [q] toOen eongment gemnua uenk», [i] = [i}], Mnm 
ihre eniapreAenden Elemente «icA nur um gerade Zahlen tmteredieident d. k. tMim 
«i ^ti„e,^ n,, Ii =z Iii, ^ nt ('»od' ^) 

Lrf. S. Unter der Summe dder D^ßnmM, [e] — [{] [iß, tweier Charakteriaiaten [{] 

und [lf\ «rf/ 'H'-jrn'fir Charafiferisdlc [t] — ff + »;] vcrstmtden icardcn, deren Elemente 
dtofth ik Gkwlmigen — {, ± v,, <i — Ji ± nt> *i £i + »Ji » *i = £* ± Vt 
teihmmt suhL 

In der Folgn soll die Summe [{ -f- *}] zweier Ciiarakteristikeu [J] und [^J, 
wenn dadurch kein MissTerständniss zu befürchten ist, mit [(qj bezeichnet werden. 
Ikf. i. Van emer Charäkteriatät [c] soU gesagt teerden, data sie m die Ckaratieridäien 
[t] {n\ ifilcfiiKir sei, wenn anitehm dm drei ChmdderUükm [f], [{], [^\ die 
Qmgruent [<] ^ UJ + Li] 
Sota 1. Von den aedudm I^ormalditarakteriatiken rind «ekn, nSmtidk: 

p» « r. «n p» n p »-i n» .-i ri .-j ro o-| ro n r« «i n n 
la II 1 ' 1 0 oj ' _i} oj ' la «J» Lo U» Ifi U' U *U' U «J' U U' L» Ü' 

gerade, die übrigm sechs, »ximluii: 

[« ij' [• ij> [i gj' [i tj' [i J» [t J' 

ungerade. 

Trennt man die eecba nngenden Charakteriitiken in die beiden Onq^ptn: 

[I!].C1].lI I] C!]'Co]'[I!] 

und bezeichnet die Charakteristiken einer dieser beiden Gruppen in beliebiger Reihtu- 
fblge nttt [«,], [«tl, [ei,]f dw der anderen mit QU,], [fif}, Terstdit ferner anter [m^], 

[Of], . . ., [cDf] dieselben sechs ungeraden Charakteristiken aber in beliebter Reihen- 
folge uud bezoichnet «Mullii h die Charakteristik j^^J abgekOrst mit [OJ, so ergibt aieb 
durch direkte Addition der 

8td» 9. Süaiaehen den aeeha ungeraden Charalderialäien und der Charakkriatik, [Oj fo- 
iMen die drei S daUonen: 

1» 



t 



— 4 — 

t«.] + + M -- [0] , [ß,] + m + [0], 
+ [«,] + [«,] + [«il + lo»] + W _ LOJ, 

von denen jede eine Folge der leiden ührigeti ist. 

Da dia linkan Saitm der drei letzten Congruenzou die einzigen der [0] con- 
gnienton Siitnmen von ungeraden Normalcharakterütikea reprä^i titircii, so foljjt weiter, 
(lass von den fünfzehn Cburakteriatikeu, welche aoi den aecha ungeraden durch Sam- 
niatiou von jfi iweien gebildet werden kSnnen, keine einer andern derselben, aacfa kann 
der congruent aciu kann: os sind daher diosollien iiothwendig den fflnfzohn von [0] 
verschiedenen Normaicharakteristikeu einzeln cougruent, und zwar entsprechen die 
CharaktaiklilEeii: 

[«,«^] ^ [«Ji ^ [«»«.] s IAA] ^ [M» MM ^ [Mf {fl,M = DU 

du «m!» ongandeB, die GhankteBatilnii 

[-•A]* KM. i'kM. Ml. [«tM» KM. KMi KM» KM 

den neun, von [0] Teraehiedentn gmdra GharaktoritUken. Dcaahalb gilt aadb mu- 
gekebrt der 

Satt 5. Jede der [0] nicht congntente Charakterisiik [(] lässt sicli immer tml nnr auf eine 
Weite in twei ungerade Normakharaklcrisfiken znUym. 

Entapriclit der Charakteristik [f ' die Zerlegung [«] [«,] -)- [o,], so ergibt 
sich aus dieser Congrueuz, indem mau dazu die Congrueuz [Oj zz. [(o,J + •• • + {e>^\ addirt, 
dia neue: [s] = [e^] + fCil + (oJ + [<^«1- ^i»« zweite derartiga Zerlegung nm [e] in 
vier von einander verschiedene ungerade Normalcharakteristikcti ist niclit niTigliobj du 
dieselbe rückwärU eine zweite, von [*] :r: [«,] + [wj verschiedene Zerlegung von J 
in zwei angerada NomaleihanktoriatikeD naeb aidi siehan wllide. Hau gelangt anf 
diese Weise zu dem 

Satg 4. Jede der [OJ niciU coit^ruenk ü}Mndlterkl& \e\ lässt sidt immer und nur auf 
eme Weite tu vier «im eNMiNfer vertddedme mtgende Iktmetiehmiiteini^km «erlQWM. 
Bildet uian au.s den üpchs ungeraden Cli arakteriittiien alle Stimmen TOn je 

dreien, so zeigt ein Blick auf die Congraeuzen: 

i«.] + 1«,] + [«,1 ^ 10] , ui, \ + m + m^m, 

W + KJ + = KM , fA J + + K] = Kft] , 
data die swanaig anf dieae Weiae entatebenden Oharakteriatiken dtaimilicb gerade aind, 

nurh, (las- irgend zwei der ko gebildeten Charakteristiken dann aber auch nur dann 
* einander cougrueut sind, wenn sie, als Summen dargestellt, zusammen alle sechs un- 

geraden Charakteriatiken enthalten. Ea aeribllen daher die xwauzig Chaiaktarlatikeii 

in i.< \\n Paare von je zwei derselben geraden NoRnalohankteriatik eongrnentan Chap 
mkteristiken. Dieaen Resultaten entspricht der 

8aU 5. Die Simm tum irgeiMl drei der seA» ungeraden Chetnäderutäm üi tMs eine 
gerade Charakteri^ik. Umgekehrt loset rieh jede gerade Charakferittik (iKe Chamkieristik 
[0] nidtt au^gudtlossen) immer and tmw mf twei Weinen in dm tmgerade Normal- 
dbnvUifMAen terlegen. 
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WeitCT gvltao nocik folgende Sltse, welche «ich am den Bllgeaeinen, tot Biemam 

herrührenden Charakteristikensritzen ilurch Specialisirung unmittelbar ergeben: 

Sati 6. Jede dfr [0] nicht cougruenU Ciiaraktoristik [ej lässt sich immer auf drei Weiten 

•wn geroae xvonNwciMiniKicnifwni tenegsiu 
Bat» 7. Jcih der [0] nicht «ongnmtt Charakierisiili [c] lässt sich itmiitf tutf Vitt If^MM 
in eine gmide tmd eine tmgenit 2!ormaldiarakteriitik terhgen. 

Vm für eine beliebige ChavaIctoriBtik [t] die in den keiden letsten SKtien «r- 
ivähuten Zerlegungen zu finden, denke man sich [t] nadl Satz 3. in zwei ungetade 
Noriualcharakteriütiken zerlegt und die Bezeichnung der vngendeii ChankteriitikeB BO 
gewählt, dass [*] [«i««] iat. Die Congruenzen: 

[t] — [»,wj |(a,«3wJ4-föjroj«, I ~ !o,Oj«4J + [«gMjW;,] ~ f«i WjWoH- Im^w^cd,], 

liefen dann, wenn man darin an 8(dle jeder Charakteriatik von der Ferm ia,aia^} 
«fi« ibr congruente, immer gerade, NocmalcharattwiaBk aetak, dia gewUnaehten Zw- 

legni^en der Charakteristik [«]. 

Die Sätze 3., 6^ 7. lassen sich schliesslich noch znmmmenitueen in den 

Butt 6. Addirt »tan tu dm sechs mgeiadm Xormalcharakteristikcn eine beliebige der [0] 
nicht cowinunte Cliarnlicriilil- , st) (fdi'n dndurrh zuci derselben tciaUr in iiiincnide, 
die übrigen vier in gctadc über; addirt »lan dagegeti zu den zdm geraden ^'ormal- 
« charakieristiken eine bditinge der [0] twcM congruente Chmikleristik, so gekm deKbvtk 
techs drrsclbm iciedcr in firmdc, dir iihriiim vi'r in inifirradf Ubir. 

Die sechzehn Normalchurakteristiken kann man sich aus den vier Cbarukteristiken: 

w =[::]. w =[::], 

durch Addition aufgebaut denken und nach dem von Ilerm T'ri/m gegebenen Schema: 

l^J* UiJ 1 UtJi I UaJ» IhUit Lhf»i, ihhfi] I 
[*J» [«icj» [«t<J/ lh»4\i iW^f ihVHt i»iWt\ 

in die aogenaante uatitilidi« Reihenfolge: 

1 , 8 , 8 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 . 11 , 18, 13 , 14 , 15 , 16 

Ci]' CS* Ct]^ Ci]' Ctl' Ci]' Ci]' C3' C<]' CS' CJ'Ci]'C3'CI]'C3 

bringen, hA dar apeciall den aadia nngeiaden CbaiakteriatflMn die Stellenaahlen: 

7, 8, 10, 12, 14, 15 
zukommen. Bezeichnet man dann eine jede der sechzehn Normalcharakteristiken mit 
der ihr bei dieser Anordnung entspreuhendeu iätelleuzabl, so kann mau aus der hier 
folgenden Tabelle an je awei Gharakteriatiken die ihier Smnme eongmento Nonnal- 
charakteristik finden. Dii- Tabelle ist nämlifh dadiirrli oiitstauden, dass allgenieii: in 
das der (i,^ Uorizontalreihe und v**" Vertikalreihe gemeinsam angehörende Quadrat die 
Stefflensahl deijanigai Charakteriatik aufgenommen wurde, welche der Sonune der beiden, 
den Bielleiwahlen fn und v entipredienden Charakteristiken congruent ist. 
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3. 

Za im bfideo adum hübte «mgalBliiteii Symboltii: 

(— l)l»l mm (— i)-.'.'*-*', (_ l)Mllhl _ (— l)«.*'+V*+«.«.'+V'li 

soll noch eiii dritlti^ tpltter nr Tcnrendnag komniaidfli^ deliiiirt doieh die Okiehtiiig: 

(_ i)WW' _ (_ 

eingefQhrt werden, das ebenso wie die beiden anderrn sich auf zwei belifbi^'c Cl.nrak- 
teristiken [t], [t}] bezieht Diese drei Sjrmbole gehorchen zunächst, wie unuiitielbitr 
ava ifarer Defiaition hmoigeht, den fdg«iid«ii QeMtoen: 

(- i)wiw . + 1, (_ 1)1.11 w «. (- (_ i)i>iim — + 1 , 

(_ 1)MIM . (_ 1)HI (_ 

(_ i)iit]iif«i . (— lyAiM . (— i)Mit*i . i)itiiM . 1)101 
(— lyißtuttr . (_ !)«<«• . (_ i)wt*r . (_ lyxtw . (_ lyo 

Tvobei es nicht unwichtig ist, zu bemerken, dass der Werth der delinirten Sjmbole nn- 
geäudert bleibt, wean man au Stelle der Cbarakteriatikeu, auf die sie sich beiielMlii 
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ii<gieBd welch« d«iuelbeii tmtgnmi» aetib Der eiirfiMlitraD Sdnibweiee wegen toUea 

im Folgenden bei allen Symbolen rom Typus (— ilie eckigen Bammern unter* 

drfickt weiden, sodesa also z. B. (— 1/ ^ ui Stelle von (— 1)MIM, (_ lytin» an 
Stefle von (~ l)caiM«l tritt 

In Beng auf die Symbol« von der Fonn (— 1/1* gOt onn ninicibit der 

folgende 

Sait J. Lässt man in dem St/mbole ( — 1 }" ' , in iirichem f ij] eim hdiiinge von [0] vor- 
schidlnu ChuialJcri.-^tik liaeichun soll, an Stdk ton \i\ tlcr Ilcihe HOek lUe «Snhn^ 
Uehen iuxhschn Xoniiakharalitristiketi treten, so hal/en acht dtr so fni:<lr1>mdfn 
Sjßmbole den Werih + 1, acht den Werth — 1, oder, ivas dasselbe, es ist immer 

Zum Beweise dieseg Satzes berÜckHiclitige muu, das«: 

- (- {^(- 1 )1 ■"-.( - 1 , ' + 1) ' • (- 1)' ' ) 

ist, wenn mit [tj,], .. ., [m,] <]io sprhs ungeraden, mit [c5,], fö,,,] die zelin geraden 
Normalcbarakteristiken, in beliebiger Keilienfolge, bezeichnet werden. Nun ist aber immer 
(_iy<>. — 1, (- l)i^>U. + l and daher Bteh Stti 8. dae Art 2.: 

1 fil 

■ = 10 i — 10 

1)' • (- D' ^ " - +^(- 1)' " - + (6 - 4) - + 2 , 
ünlf^kh, WM au bswataen war: 

Mit Hülfe dieses Satzes erkennt man leicht die Kichtigkeit von 
Salt IL Jtäu ätr vier fiilg mäm Syätm «on je meei OteidimfeH: 

i^i di )irn [fj], [f] ;(rf/ h fiflii///: i 'ni ritinmli r und von i rr.<rh '>iih-nr fi'<l( ('Jiaralif- 
ristücen bezeiclmeM, wird imnur durch vier und mir durcii iter Sorwalcharaktertstikcn 
[t], leMe die LSemgeH iee Sifttma geHomii werden teikn, erfiUU. 

Da nämlich eine jede der sechzehn Normalf liaraktoristiken zu einem der Tier 
Systeme aU Lösung gehören muss, und jedes der drei Symbole (— 1)*'*, ( — 1)*'^» 
(— wann für («] der BeOw nach die aednehn Normaldiaraktariatiken «mtraten, 
achtmal den WerÜh + 1, achtmal den Warth — 1 annimmt f«n«r anch jade LOanng 





— 8 — 

von 1. und jede LSnmg von 4. dem Symbole (— ly^if — (— ■ (— den Werth 
+ li jode Lösuiif; von 2. und jede Lösung von 3. dagegen demselben den Werth — 1 
vedeihtf so ergeben sich, wenn man mit Mp»,,»«»»! die Anzalil der Lösungen der Systeme 
t^2^i^4. beaelilieh beteidmet, die Oleidniiigen: 

+ — + — 8, 

H|-f — «, + »4 = 8, 
"i +«4 — "t + »^=8t 
woraus, wie im Satze behauptet, 

«i — H, — — »4 = 4 

folgt 

T?!'zcirlinon ferner wiederum [a,], . . ., fia,;] die sechs niifri raden Charakteristiken 
in beliebiger Reihenfolge, so geltOQ folgende Tier im Späteren wiederholt xur Anwendung 
kminneinde BektÜMMn: 

ZnDiehrt beeMit, da atote (— l)>*v I . _ i igt, di« Qleidiinig: 

(1) (- — (_ i)J I . (_ i)KI (_ _ (_ 1)1 

Naeb Säte 6. dea Art. 2. Jet weiter iBr je drei angecade CbaiaUerietikeii [mt\, [a>Ji 
[«,] itoti (— — + 1, folgUeh: 

(_ I «N«. — (_ 1)». I . f - 1 )"> 

_ lyHl . (_ 1)1 -i"«,! . ( — lY ■>'■<"••>. . ( — 1)1 »H . (— l^i-i".. . (— l)!"!«.«!! _ ^. 1. 

Da aber femer mit Rücksicht auf (1) auch: 

jati ao folgt durch Verbindang der beiden Gleichungen die Relation: 

(2) (_ — (_!)<». I «H. (_ 1)-.! «n. (_ l. 

Aof dieaelbe Weiae gelangt mau dnteh Verbindm^t der beiden Oleiohnngen: 

_ (_ 1) I .(__ r, .(_!) ". . (_ i)!«^! . f_ 1) . (_ iv-."»Hi — . — 1 , 

(_ ij-".--« ■"i"'. ( — 1) "i»!; — i)i»i"ii 1) i^'H, m( — Ij"' '^•( — 1)"> 1)"» -t 
an der weitereu Relation: 

(3) (— I •».'». UM — l)<", . ( — • ( — l)"* I "» = — 1. 
Endlich ergibt sich noch aus der Beziehung: 

indem man die Gleichung (2) berflcksiehtigt, die Relation: 

(4) (_i)«.i-*.(-_i)isl«..(_i).*|i%.(_l)-.|-.«. + 1. 
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• 4. 

Geht man jetzt auf die in Art. 1. unter (8) anfgeiteUte AÜMOim'ache FtUldailieaULl« 

fsnuAl zurttck und »ctzt darin zur Abkürzung: 

HiW»'» H»i + 9k^<-'j) »['i + «ii^tf'j »in -Q- <jj^2f jj - x'„i , 

M nimmt diMelbe die Owtatt: 

(F) 4x'|,,,=2i- ly ••^,.1 

w 

an. Lusat man in dieser (Jleii huiiu an ^t>^lli' von | », ' di r Reihe nach die sümmtlichen 
aechzehn Normalcharakteribtikeu treten und denkt aich jude«»mal die auf der rechten 
Seite atdbende Sommation anageflllut, eo erhält man ein System wu aednehn Ol^ebnngen, 
denen man auf fnliicndi' Weise eine Obersichtlichere Gestalt irelicri kiuin. 

Mau bezeichne aligemein die auf irgend eine bestimmte Charakteristik [ijj be- 
logene CMeae x'\^\ mit ^p, wenn ^ ^ Chankteriatik in der netOrlieben Reihen- 
folge Zilie mimende i^tellenzahl ist, in gleicher Weise die auf irgend eine Charakteristik 
[•] bezogene («rösse X{,\ mit Xrt weun v die ätelleuzahi der Charakteristik [«J.idt. Da- 
dnieh nehmen die erwihnten eeehsehn Oleiehongen die fblgende Geatalt an: 

4 x, — + 4-*«+ J^+JP4+a»+««+ *i+ *„+ + + ^ w , 

43ft — +fi+«i+%+«4+«»+^+«i+««— J%-«i«~*n— a^t— «II--«!*— «I»— «w» 

43r', — + x,+z,+Xf-{-r^—Xt—x,— x,— x, — x,. - t,„— r„ — x^,+ x,^+ x„+ x,^ +x,t, 
4a;'s ^+Xt+j,—j,—x,+x,.+x,—x, — x,+x.,+x,,-x,,--j\,+ r,^-}-x,^^ 

4«', — +»,+^-ai-»4-«j-«,+«,+ai+ai+*„— «i,— «M— *u+«»+*iii 
4», — ai— «4— «i— a?i+«if+a^|— «»— ««+*ii+«M+«it+*t4— «1»— ^» 
^*)4a?', — ij+at,— j-«+Xf— xj-f js.— a:,+x,-/,„+x„— x„+ari,— Xi,+a-„— «i,, 
4x',„ — -f.r,-x,+Xj-x,+x,,-x,+ X;— x„-x„+x,o~J„ + x,,-x,34-x„-x,,4-x,8, 
= + J'i— •ij+.'-a- J 4— J-5+-r«— •«■:+ •^+^1)— ■'10+ ^n— ^1»— -»1»+ •' M- -^10+ 

•»■■+»| — «|— «»+«4+^— «W— «r+«!i+^— «I«— «H+*lt-|-a^»— «14— «1»+«!«» 

*«'i4— + *i -««-«»+«4+^6 - ^« - ^7 + ' ,— a»+«io+ «II— ar„— J-u+«,4+*„— «,„ 

4*',j — + X,— X,— X,+X,-X.-|-X„ + X;-X»+Xi,— X,o-X„ + X,j— X„+X„-f X,5 — X,«, 

Im Folgenden soll das System dieser seih/.ehii 'Gleichungen »uf <iriiiiil der all- 
gemeinen Gleichung (!•') genauer untersucht werden, indem man, ganz abgesehen davon, 
irekhe Bedeutong die x' nraprOni^icih haben, nnter den tc, i^Ortieen Tereteht, welebe 
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nur diesen sechzehn Gleichungen zu genügen liaben, 8on«t ibar keinerlei Bedingungen 
unterworfen siml Oabei soll es der Uebersichtlirhkeit wej^en gestattet sein, Aieselb« 
ürö8»e auch durch x x'{.«| , . . . zu bezeichueu, wenn nur die Charakteristiken 
[Ol • • ■ Nornalcbarakteriatik [i;] congruent sind; ifaunlbe soll fUr die GrOssen 
xr,| gellen. Diese Annahme verträgt hIcIi nucli mit der urprilnglichen Definition der 
Grössen x,x, da in Folge der llelationeu (4j des Art 1. sowohl das mit als 
waek daa mit X[,] beMiehneto ^•FMdiMt asgalBdert bUibt, wenn man an Stell« der 
Charakteristik f»;], beziililich ff], eine ihr congruente Charakteristik setzt. Da femer 
auch, wie schon früher erwähnt, das äji'mbol ( — l/if seinen Werth nicht ändert, wenn 
[t], [fj] durch irgend weldie iboen eoogmente GbaraUerisüken «rsetet «ardeB, ao kAnnen 
bei der erwähnten Untersuchung congniente Cliaruliteristiken einander vertreten. Jßk 
Aaokiiekt darauf sollen im Folgenden unter i^^verschiedenen" Charakteristiken nur addia 
vmtHHbn twdan, wMu ebaader nidit emgroant aind. 



& 

Nadi den ga m ach t en YortaaMiuiDgco gilt jetit die Glaiebniig: 

für jede beliebige Charakteristik [ijj. Vermehrt man nun in dieser Gleichnng [17] der 
Beihe nach um [a], [ß], [ttß], unter [a], [ß] zwei beliebige, von einander und von fO] 
verschiedene Charakteristiken verstanden, multiplicirt auch die dadurch aus (F) ent- 
stehenden drei Gleichungen be&ieblich mit l)"'*, (— l)* ( — l)"'* unter [J] 
«ina ganz beUcb^p C9iaraktarial3t fenrtandtn, vüd addiit eie an der viqHrttnglidMB 
Oleiehuiig (F)f ao erhllt man Hmtehat dia OkidiuDg: 

4(j^w + (- ^iMi + (- ir'^m + (- 1)" 'f^i.-«) 

ir '^(i + i- i)"'*' + t- i>^' ^'4- (-!)•''*-••) «1.1 

Das auf der rechten Seite dieser Gleichung steheude Product j^l -)- (— 1)"'^'J^1 + (, — 1)<*I*'J 

kann fiir irgend eine Gharakteriattk (<] nur den Werth 0 oder den Werth 4 habeiL 
Für daa EintnteD dea letatarao Finllaa aind dia noihwandigan und liinraicbeiiden Be- 
dingungan: 

(— D" f. 1 , f _ IV 1 N _ 1 . 

Nun existiren aber nach Satz II. des Art. 3. zu zwei beliebig gewählten, von einander 
mid von [0] TaneUedanen CSiarakteriitiken [a], \ß] iauaar yin mA aar vier vandiiadaoe 
Charakteriatiken [fi], wekfae den Oleiehangni (— +1, lyi« . -|. 1 ganfigan; 
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eine derselben ist iumer die Charakteristik [0], bezeichnet man dann zwei beliebige 
ihr drei übrigen mit \y], [d|, so ist die vierte nothwendig fyd]. Daraus folgt aber, 
das8 die Gleichungen (— 1)"""' — -|- 1, (— — + 1 gleichfalls vier und nur vier 

Tcnebudene LSsnngeii [c] besitien, und dass [S), [ty], [tyd] diese vier 

IiBsungen siml. Auf ilor rccliton Scito der obigen flleioliuiig bleiben daher nur dif- 
jenigen vier Glieder stehen, welche diesen vier Charakteristiken entjiiirecheu, während 
die tiHUr Bbf^ai CHiedw wsdrwnideD, and es mmint dalwr, wenn noch Unka und 
radits mit 4 dindirt wird» dtoM GReiduuig dit Form: 

(T) ar„ + (- ir^^M + (- i>"«^w + (- 1)""«*'!,.« 

-{- + (- ly^oHA + (- l)*"«ie<i + (- l)'"'««,*!) 

an, in welcher al»o, wie nocfamtls bemerkt werden mag, [yj], zwei ganz beliebig« 
Charakteristiken bezeichnen, die auch einander gleich sein können, [a], \ß] zwei von 
einander und von [0] verschiedene Charakteristiken, endlich [y], [d] zwei beliebige der 
drai Ton [Oj verschiedenen Lösungen (6| der Gleichungen (— 1)" — -f- 1, (— l)"!« 
" + 1. Man kann daher mit Kiicksicht auf lii«' 'ileichdiig \F') [y] und \d\ auch 
defioiien als zwei von einander und von [OJ verschiedene Charakteristiken, welche den 



(- lyi* - + 1, (- irr - + 1, (- ir* - + 1, (- - + 1 



Die Aufgabe der folgenden Artikel vrird es sein, la noterauchen, wie viele 
▼enehiedme Oleichuogeu aus (F') durch EinftihruDg specieller Charakteriken erhalten 
werden können, diaaelboi aufzustellen und in Gruppen zu ordnen. Doch sei eichon hier 
darauf aufmerksam gemacht, dass zwei Charakteristiken f/S,], an Stelle von |«', ' ß] 
in (/"j eingeführt, dieselbe Gleichung hervorbringen wie zwei andere [a,J, \ß^\, wenn 
nur die drei CharaUerieUkeii [«,], [«^/IJ, abgeadMB ron der BeflMDfiDlg^ mit den 
drei Charakteristiken [ec,], [«t/Ü abeieilntimmeB. AehoUehea gilt in Bemg anf 
die Charakteristiken [y], [dj. 

6. 

Um einen üeberbliek aber die Oeaammtheü der OMehiuigen la gewianan, di» 

auü (F') durch Einführung specieller Charakteriatikan eBtitehflOf empUdllt ei aidl in 
Bezog auf [a], [ß] die beiden möglichen Fälle: 

(h (— l)-^* = + 1 , (II) (- 1)" — — 1 

zu unterscheiden. Der erste Fall soll zunüchst behandelt werden. 

Brster Tall: 

bk(— + M iat MiwoU — M, wie [|] — [ffl eine LBatmg der 
OleiohttngaB (~ 1)^11.4.1, (— i>tie. + i, vai aa weiden daher andi die 

a» 
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(tieiohuiigci) 1/'; erfIlUt, wenn man für [y] *lie ( "liarakferistik [f<]. für \d] die Charak- 
teristik [ß] setzt, (lescbieht dies, so nimmt die (ilcichung \F') die Form ao: 

(f,) -I- (— !/■ ♦x'i,,..) + (- 1>* 'x'i^i] + ( - 1 r -./•'„« VI 

- (- iy ^{xi^ + (- l)-"»K-j + (- ly Man + (- 1)"'* '^ic«.fl) • 

Tu ilifsiT Gleichudj? kann man jetzt zunächst an Stelle von jeder <ler beliebigen 
Charaktenstikeu [qj, [£] der Reibe nach die sechsehn verschiedenen Charakteristikea 
Mtaeii. 7oD den ao entatobendra 16 x 16 01eidiuBg«n aind aber nur 16 weaentlkh 
verschieden. Um dies einzusehen, benlcksichiipe man zunärhsf, dass dw OlMchung (F,) 
wieiler in sich selbst übergeht, sowohl, wenn mau [tjj, wie, wenn man [{] tun [a\, [ßj 
od«r [aß] Temwbrt Man tiieila dann «citar die ritmafliehen aeehsebn Charakteriaiilnn 
[c] nMh ihrem Verlwltea gegenaber den Chnrtkteratiken [«], [fl] auf folgende Weil* 
in Tier Qmppen ein: 

aar «raten (happe Dehne nwn die vier LSsungen [$] der OWcbongen (— l)*i'i»-(- 
(— i)i>t« . + 1; ea aind diea die Gbarakterialiken: 

[0], [ah ifih m\ 

nur zweiten Gruppe nehme man die vier Losungen [c] der OleiehnngeB ( — l)*l*» + l, 

(—!)?■•■■ — 1; es sind dies die Charakteristiken: 

[x|, \xa\, [xß\, [xftfJj, 

wenn mit [aj eine beliebige der vier Löaangen bezeichnet wird; 

sor dritten Gruppe ndae niD die Tier L5aiingen [«] der Gleichungen (— 1/* — — 1, 

(- lyi« . + 1; aa aind diea die Chanktaiiabim: 

wenn mit [A] eine beliebige der vier Lösungen bezeichnet wird; 

zur vierten Uruppe endlich nehme niau die vier Lususgeii [(] der Gleichungen ( — 1)"'* 
— — 1, (— ly * » — 1, es aind die^ wie ana dem Yongen iblgt, die ChankterialikeD: 

[»», [HXti]y [Miß], l*lmß\. 

Mit Rücksicht auf das vorher r;esii{;;te erkfmnt man nun, dass immer die vier Charak- 
teristiken einer dieser Gruppen der Reihe nach in (F,) au Stelle von [>;] oder [£] 
gesetzt, dieselbe Gleichung hervorbringen, und das» daher die obige allgemeine Formel 
(JP,) nur sechzehn verschie<lene specielle nmfasst, welche aus ihr entstehen, indem man 
für je>]e der ijL'idcn ClmruktcristikeD [if], Kl, nnabfaingig Ton der anderen, der Reihe 
uucli die Charakteristiken: 

[OJ, M, W, [«AJ 

eintreten llaat Die Cbarakteriatik \l\ beieidinet dabei, .wie schon oben bemerkt, eine 

lii lirlnL''' der Tier Losungen der (ileiclnnigen ( — 1 = — 1, — IV^ = -|- 1. Ist 
eine bestimmte denelben mit [A'J bezeichnet, so ist [ßi.'} ebenfalls eine Lösung. Da 
nun (— ly^' — (- ly i' . (— l)'*' — — (— ly *- ist, so folgt, daaa man ftt [l] immer 
eine solehe der Tier anUaaigen dwmkteriatiken wühlen kann, för welehe (— ly^ + 1 
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ist. Geschieht dies, so lassen sich die sechzehn in (f,) \ui festgehaltenen Charak- 
teristiken fft], f^j, [xj. u.\ i nihaUviiF-ti ( tlfichuiigen, wenn man ngleieh jCf,] dn&cb mit 
(f), mit it)' beiei<luitt, uio lulgt hcliffiben: 

(0)'+ («/ + 0^/ + («^i' K'; + {«) + i/ii + 1«^). 

(0)' 4- («)' - iß)' - («/i)' = (x) + {»«) + i^ß} + i^^ß). 

(0)' - («)' + («' - w - (i-) + a«) + i^fi) + u«ß). 

(oy- («y - tf/ -f W -(«A)+(«A«)+(«A^)+(« x«/i), 

(«)' + (X«)' + (xß)- + (xaß)- - (0) + («) - - (aß), 
ixf + (««)' - (xß)' - iXttß) - (X) + (x«) - (x^) - (x«/J), 

(«X - («.y + (««' - (»««r - (1) + (A«) - - (2««. 
(«y - (««y - (««' + («.<!)' -(«i)+(«i«)-(«i/i)-(irii«/i), 



w + (*«y + a^)' + -= (o) - («> + w - («^), 

(ly + {kmf - (a«r - (iir/iy - w - (««) + («/o - 

(Ay - (iiry + (A/V - (A««' - (A) - (1«) + im - (A««, 
(Ay - (Aity - (Aflr + (A«tff »(«A)-(«A«) + (icAfl-(«A«ff, 

(«Ay+(«A«y+(i.A/iy+(«A««'-(o)- (,) - oj) + («/i), 
(«Ay +(«A«y-(«A«'- («A««'- c«) - (««) - (Kß) + (««/o, 
(«Ay-(»A.y+(KA/iy-(«A.(i)'- (a) - (a«) - (a« +{a«ä, 

(«Ay — («Aay— i»lfiy+ (*laß)f^ (xA) — (»A«) — (xA/)) + («A«/Q . 

Das so entstandene System (S^) kann das ursprüngliche Syintem (S), aus dem es ab- 
geleitet wurde, in jeder fiesiehung eievtien, insofern aU man von dem Systeme (^) 
MM, durch pewende yerbinduog der ihm angehürigen Gleichmigen, rll«skirikrtB wieder 
dM iir-]irrni^lichc System (.S') erlialten kaun. 

Die in (iS,) vorkommenden Charakteristiken [a], [ß], [x], (,A] sind nur den Be- 
dingungen: 

(-!)•'-+ 1, (-!)•:»- + 1, 
(_ ly.' - + 1, 1, (_ 1, (_ _ + 1 



man kann daher ftr dieaelbeu tigend Tier Oiankteristiken eintreten laasen, 

welche den Gleichungen (s,) genügen. Br<rnpk.«ichtigt man abeTt da.ss bri festgehaltenen 
Charakteristiken [a], [ß], zwar [xJ, (AJ auf mehrere Weieam bestimmt werden können, 
dsss jedoch, wie ans der Torhergehendeo Entwi^nng nomittelbar ersiditfidi, durch 
irgend eine andere zulässige Bestimmung der Charakteristiken [x], [AJ jede Gleichung 
des Systems (5,) in sich selbst Übergebt, das System selbst also nngeändert bleibt, 
berflcksichtigt ferner, daas flbereinstimmend mit dem schon frQher bei der Formel {F") 
Bemerkten, die Formel (F,) nnd deaabalb andi das ans ihr abgeleitete System {8,) 
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«ich rc|iro<]iicirt, wenn nioo MI SteUe von zwei bestimmten Charaktoristikoii ], [;?,] 
zwei andere [a,], |,^,J treten JInt, derart, daas [«,], [/j,], [a,/y, abgesehen von der 
Reihenfolge mit [>,], [fl,'), (si/lil IlbeniiuAiiiiiBeB, lo folgt, daaa alle mSgUdieii J9f 
»chicdenen Systeme (>',), und zwar jcdoB nur eioiiHll, erhalten werden, wenn man an 
Stelle voo [a], [ß] alle möglichen Combinationen der fQnfzehn von [OJ TerachiedeliiO 
Charakteriatilnni, welche der Bedingnng (— l)*''' + 1 gmOgBO ™d mdem weeent- 
licb verschiedene Systeme [«1, f^j, [aß] liefern, setzt und jedesmal dazu [x], [X] auf 
irgend eine der mdglicheu Weiaen so beitimmt, daaa die Gleichungen {sj erfüllt sind. 

Wie viele von emander Terachiedene Systeme auf diese Weise ans (9,) ent- 
stehen, aoU jetat untersucht werden. Zu dem Ende bezeichne man mit fcu,], . . ., [a^] 
die sechs ungeraden Charakteristiken in ihrer natürlichen Ueibenfolge; nach Satz 3. des 
Art. 3. l&sst sich dann jede der fOnfzehn von [0] verschiedenen Charakteristiken immer 
ondlUiranf eine Weise in zwei, immer verschiedene, ungerade Charakteristiken zerlegen, 
und es können dahtr zwei bfllebigi' dieser ftinf/.tdiii Charakteristiken durch [ca^.ca, ], 
[o^Or ] reprüsentirt werden, wenn (i,v und fi, f zwei passeod gewählte, verschiedene 
Combinationen der Zahlen 1 , . . ., 6 zur xweiten Glesse ohne Wiederholung bezeichnen. 
Zwei solche Charakteristiken \oi„m,l |w„ o, ] dflrfen aber nur dann an Stelle von fn], 
[ß] gesetzt werden, wenn sie, entsprechend der Bedingung ( — 1)'''' -(- 1, die Gleichung 
(_ i^-^-wlVv mm + l erftlllen, nnd da dies, wie die Relationen (2), (3) am Schlnsse 
des Art. 3. zeigen, immer und nur dann HtiiHiindet, wenn die Zahlenpaarc ft, r und (i, v, 
keine Zahl gemeiBscbaftlich haben, so folgt, dass die Bedingung ( — Vy ? + 1 ü 
allgoneiBitair Weite erfVllt wiid, wenn bihi: 

setzt, unter fi, t', fx', v vier verschiedene Zahlen ans der R«he 1, • • 6 verstanden. 
Bezeichnet mau ferner mit ft", v" die beiden noch llbrigea, TOn ^V,ft't ^ TCTSchiedenen 
Zahlen ans der Reihe 1, .... 6 und «etat: 

[«] = [«^- «„• ] , [A] s [«^ m*'\ , 

so genügen dieiie rharakteriatikeu (xj,|ilj zusammen mit den oben angeführten Charak- 
teristiken laj, [ß\ den sänuntlichen sechs Gleichungen («,). Entsprechend den gemachten 
Fsstaetaingcn iat jatat: 

[«] s [«i,.ai,] , m = , [ufil = [»„-M , 

and man erhiU mit ROekaieht auf das frOher in Bezug auf [«], \fi] Bemerkte, rilmmt- 

liehe specielle Charakteristiken [et], \ß], die versc)iii'<lfiii> Systeme (S,) erieugen, wenn 
man die sechs ungeraden Charakteriatiken auf die fOufzehu möglichen Weiaen in drei 
Paare theilt, fBr jede« Paar die Snmme der beiden in ihm «ntbattenen Cbankterialikea 
bildet und die !>o entiitchenden Summen nach Belieben mit [«], \ß]t \uß\ btuiduMt. 
Dies liefert die f&nfzehn folgenden Systeme [a], [ß], [aß]: 
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8. 
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--- 




Iß] 


— 


[«0»»«] » 








4. 


[«] 


= 
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s—t 




i'fi] 






6. 
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= 
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= 




i'ß] 


= 




e. 


W 






[fi] 


SS 










7. 
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= 
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gg 










8. 


M 






ifi] 


S 




[«« 






9. 


["] 




[o.aij, 


[ß] 






[«« 






10. 


l«J 






\ß] 






l«^J 






11. 


[«] 




["i «.-,] , 


\ß] 












12. 


[«) 






iß\ 












13. 


[«1 




1 w, o< 1 , 


ißi 












14. 


l«J 




t«i , 


\ß\ 












lA. 


[«] 






ißi 






(«^1 




tWjö^]. 



Bestimmt man so jedem ffieeer flnfiwhn Pkare \a], [ß] die zugehörigen Charakteriatiken 

[x], [X] in der oben angegebenen Weise und ftihrt die so bestimmten Cbarakteristiken 
[^J, [x], \!.\ jedesmal in (5,) ein, so erhält man die fünfzehn in (.S,) enthaltenen 
Systeme von je sechzehn Gleichungen. Um dieselben zu lizireu, berücksichtige man, 
dass in (5,) all|^niein u) die Gröiee Xf^, (t)' die Grösse x'i,j veitritt, ferner, daa« nach 
dem frOlier ifotroffenon l'eborcinkommen Tj,] am h diirdi , ancli durch x'y be- 
zeichnet werden kann, wenn v die der Charakteristik [< j in der natürlichen Ueihenfolge 
nkommende Stelleiinlil itt. Denkt nea «ick oan die OleiclraDgeD raiddut imter 
AnwendunL' von r,, x\ angeschrieben und ersetzt dann einfach durch v, x\ durch w', 
SO entsteht die Tabelle I., in welcher die Gleichungen in der Weise zusammengestellt 
■iadli dns die seeknlm ein Syvtem bildenden Glddinngen jedeemal in vier Horinint«!- 
railien zusammenstehen. Um jedes Missverständniss au.szuschlieHsen , wird ;ilso nodl* 
male bemerkt^ dass die in der Tabelle Torkommenden nicht accentuirten Zahlen 1,..., 
16 die GrBesen »i, . . ., x,t, die aceentttirten Zahlen 1'. . . ., 16" die OrBnen x„ 
beziehlich vertreten, während in der früheren Tabelle am Schlüsse des Art. 2. die Zahlen 
1, . . 16 die sechzehn Charakteristiken in ihrer natürlichen Reihenfolge reprisentiren. 
IHe in der Tabelle dnMli Hnritralaletiiche anegemichneten Zahlen 7, 8, 10, 12, 14, 
15 enteinraehien, alt SteUemaUen aoljEpAsa^ den aeeh» angemden GhanktemtikeiL 

7. 

Nachdem so der erste Fall, wo die beiden diarakteristiken [tt\, [ß\ der Be- 
dingung (— l)«l.* — -(- 1 genügen, erledigt is^ ioU jetxt der »weite Fall, wo (— i;" •* 
— — 1 lä^ behandelt werden. 
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Zwattw IUI: 

(— ifiii =. — 1. 



Ist (— Ij" V ^ — 1 , ■^n Nind die in (F) TorkommeBden Cii«r»kten>tik«B [f], 
[dl, welche mit [a], {/ij durch die Gleichusgeu: 



als Aimganjispunct zu dienen, die zwar der (iestalt iiacL mit (I") übereinstimmt, nch 
aber von ihr dadurch «Dtencheidet, das« [a], [ß] aumuehr der Bedingung ( — l)"'/' 
— 1 unterworfen eiDd. Fflr fy] , [d] maA hier swei beliebige der drei Ton [0] ver- 
sthiedenen Lösungen der Gleichungen (— 1)"'^ =• -f ( — ^ 4" 1 wühlen; 
sind xwei deraelbea mit [yj und [dj bezeichuet, so ist die dritte nothwendig \yd], 
sodass eine Aendenmg in der WnU von [y] und [i] keiae Aendening der Formel ( F^) 
jueh sidi liebt, dieee Tidmehr voUstindig bestimmt erscheint, sobald [«] und [^|, der 
BediagOBg (— 1)*')*= — 1 entsprechend, gewählt sind. Es ne\ hier noch erwähnt^ 
d«s« tna den Oleichungen (f) nothwendig (— l}^ ' — — 1 fulgt, da, wenn (— !)>'>' 
=» + ^ wäre, die Gleichungen ( — 1)' ^ •= \, { — 1)'' ^ = + 1 ausser den Lösungen 
[6] — [0], [a], [fi], [aß] noch die Lösungen [|J = [y], \d], [yi}, tiao mehr als vier 
LSsungen hätten, was nach Satz IL des Art. 3. unmöglich ist. ' 

In der Gleichung (f,) kann man jetzt zunächst an Stelle tob jeder der beiden 
beliebigen Charakteristiken [jj], ({] der «Ileihe nach di« s<xliz<'hn verschiedcniin Charak- 
teristiken setzen. Von den so entstehenden lü X IG Gleichungen sind aber nur lü 
wesentlich verschieden. Um dlM einsufleben, berOekriclitige man «nichst, daat die 
(Jleichung (i«',) wieder in sich selbst flbergeht, sowohl, wenn man [ij] um [«] oder [ß] 
oder [aß], als auch, wenn man [(] um [y] oder [dJ oder [yd] vermehrt. Theiit man 
daher die aimmtlidian aeeluebn Cliarakteiktiken da» ein« Hai in die vier Gruppen: 



verknUpfk aind, noihwendig von jeder der Cbarakieristiken [sr], \fi], lttß\ ▼enehieden, 
and ee liat daher fHi diese Unterradning die Formel: 



[Oh M, [ß], 

h»], iyöa], [yöß], 



[daß]; 
[yöaßi; 



das andere Mal in die vier Gruppen: 



m, M, [dj, 

[«], i'rh 

Ml m. m, 

i'fir], l'ß^U 



(«ydj; 



ein, M erlmnnt man, Äse inuner dieeelbe Gleidnu^ 



herroigebraeht wird, sowohl, wenn 
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oiaa aa Stall« dar Gbaraktoriilalc [tf] dar Raiha aaeh dia viar Oharaktariatikan atnar 

<ler vier »"rstcii Oriiinifti, als auch, wenn iii;iti .ui ^■trllr- vun ' dor n<>i!ie nach die 
vier Charakteriatikeu einer der vier letzten Gruppen setzt. Die obige allgemeine Formel 
(F,) nrnfaiit . diliar nur aaelwaliii ^eWIla Glmdumgaii, waldia Mi ihr aotatahan, 
iDdam niMi ipubhiogig von ajoandar ftlr [9] dar Baiba nach dia Charaktatutihaa: 

[0], M, Cd), \rih 

ftlr [g dar Briba nadi dia Charaktariatikcn: 

[0], W, [ß], 

setzt, Berftcksicbtigt man noch, daf^s, wie die flIpich«ngaB (Z') zeigen, der in der 
üleicbung rechts stehende Factor 1)^ ^ unter dieaem Torausaetzungeu immsr 
dan Werft -f" ^ *<> luaan aicli die sechMlin in (F,) bai fattgabaltanän Cbanik- 

teristikr-n ](t]. \ß]. ^y], \d] lenthaltenfii sjiei icllcn Gleichungen, weBQ man SBglaieh Xuy 

einfach mit (f), x\,j mit In' bczeiciinet, wie t'iil.;t M'lireiljcn: 

(Oy + (af + (ßf + {aßi = lOj 4- :y) + \,d) + (yd), 
(0)' 4- I«)' - (ß) — iaß) = (a) -f (ay) + (aS) + (ayd), 
(0)' - («)■ + (^y - (aß) - t/J) + (ßy) + ißd) + [ßyd), 

(oy - («)'■ - iß}' + ("ß)' - («ß) + («ßy) + {"ßd) + {«ßyä), 
(y)' + (y«)' + (yß)'+ (y^ß)' - (O) + (y) - (i) - Cya), 
(y)' + i^y«)' - (yß)'- Cy«Ä' - («) + («y) - («<») - («y*). 
d-y ~ (r«y + (yßf- (yftf - (« + tfr) ~ 0»*) - ifir»>* 

{yf - (y«y - (y/iy+ +(.^y)-(«jid)-(«/lyd), 

(dy + (d.y + (dÄ'+ Cd««'- (0) - (y) + (*) ~ (yd), 
(*y + (M - (d«/f)^- («) - («y) 4- («#) - («yd), 

(d)' - (d«y + (d/v- (d«/jy- (Ä - (^y) + 0»«) - (^y<), 

(dy - (d«y - (d^4- (da/i)'-(«<!)-(«^y)+(«^d)-(«/lyd), 

(ydy+(y*ify+(ydÄ'+(y*«/»y- (0) - (y) - (d) + (yd), 
(y<jy + (yd«y-(yd/l)'-(yd«iJy- («) - («y) - («d) + («yd), 

(yrfy-(yd«y+i>*/J)'-(7ia^y- (/») - (/Jy) - (iJd) 4- (^yd), 
f.,ay — (yday— l>(J^/4-(y()«f{|'= {ftß) — {ttßy)—(nßS)-\-{aßyb). 

Das 80 cutatundcne System i'S' i kann diis uritprüngliche System \ aus dem es ab- 
geleitet wurde, in jeder Beziehung ersetzen, insofern als mau vuu dem Systeme ^6',^ 

ana, durch passende VarbiaduBg der ihm angabSrigen Glaiehnjigen, rUckwIrU wieder 
das UXSprflngliche System i S' i erhalten kann. 

Die in {ti^ Torkommeudeu Charakteristiken [«], \ß\, \y\, L^J «»'"d nur den Be- 
diaganfNi: 

vmO. TbMuilkia. S 
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(_l).lr- + l,(_iyix-+l, (_i)-*« + i,(_i)|tH« + i 

unterworfen: man kanti daher flfar dieselben irgend vier ChBrakteristiken eintretro laseen, 
welche diesen Bcdin^ngen genOgen. Berücksichtigt man aber, dftss bei festgehaltenen 
Charakteristiken [«], f^J zwar [j'j, [d\ auf drei Weisen bestimmt werden künneu, dass 
jedoch, wie früher bemerkt, eine Aondenmg in der Bestimmung von \y\ und [J] keine 
Aenderun;; der Formel ',J'j und dalier auch, abgesehen von der Keihenfid^o (>er 
Gleichungen und der tiummandeu innerhalb derselben, keine Aenderung in dem daraus 
•ligiliiitelaB ^aleiM (8,) hervoRnft, berOekriehtigt fauu, daaa, UbanfaivliiiniieBd nit 
dem schon frillier b<'i der Formel (f") Upmerkffn, die Formel (F^) und desshalU ai;ch 
das aus ihr abgeleitete System ißg) sich reproducirt, wenn man an Stelle von zwei be- 
ttimmten Obamkteriatiken [«,], f^] iwei andeife [«,], ^] treten Ilat^ derart data (oj, 
[fjj], r«,^J abgesehen von der Rcihenfoltfc mit [«,], öbweinstimnien, so 

folgt, dass alle möglichen verschiedenen Systeme ijif), und zwar jedea nur einmal, er- 
halten wnden, wenn man an Stelle Ton [a], [ß] alle ml^ichtD Combiaationen der 
ftJnfzehn von [0) verschiedenen Charakteristiken, welche der Bedingung { — 1)" '^= — 1 
genügen und zudem wesentlich Terachiedene Syatem« \ß\, \«ß\ lÜan, setst und 
jedeaual dazu [y^, [d] auf «ne der iiti mSglidien Wdaoi m beattumt, daaa dS» 
Oleiebnageii (s^ «rfiBllt aind. 

Wie viele von tnnaiider vprschiedene Syst»'me luif dt»-se Weise aus (5^) ent- 
stehen, soll jetzt unterbucht werden. Zu dem Ende bezeichne man mit [6>i], • . [<0(] 
die seehs angeraden Charakteristiken in ihrer natflrlieben ReilieBfolge; uadi Sati A. 

des Art. 2. HUst sich dann jede der fünfzehn vm verschiedenen Charakteristiken 
immer und nur auf eine Weise in zwei, immer verschiedene, ungerade Charakteristiken 
serlegen, und es kBnnen daher zwei beliebige dieser fflnfcehn Charakteristiken dnidi 
[fl>„o},J, [öuO,l repVüsentirt wenleu, wenn fi, v und u\ v zwei passend gewählte yet^ 
ichiedene Combinationen der Zahlen 1 , . . 6 zur zweiten Claase ohne Wiederholung 
beaeidmen. Zwei soklie Ouurakteristiken [n^«>]> [<»/.■ o»] dOrtim aber nur dann an Stell« 
von [«], [fl geaetat werden, wenn sie, entsprediHid der Bedingug (— l)"!^'^ — 1, 
die Gleichung (— 1 _(**""'' — — 1 erfdllen. und da dies, wie die Relationen (2), 
(3) des Art. 3. zeigen, immer und nur dann statthndet, wenn die Zahlenpaare fi, v 
luid I»', \f eine Zahl gemeinichaiUicli haben, so folgt, doss di« Bedingui^ ( — 
1 in a]^{emeinater Weise erflUlt wird, w«ui man: 

(a] = [«ta».), [fS^^ [m^m,] 

setzt, unter q, tf, x irgend drei verschiedene Zahlen aus der Reibe 6 verstanden. 

Bezeichnet man ferner mit q, e, r' die drei übrigen, TOn 9, t verschiedenen Zahlen 

aus der Keihe 1, • ■ ^ und «et/.t: 

fyl [u,, w« ], \d] ^ iw.,. <J. I , 

so genügen diese Charakteristiken [y^, [dj zusammen mit den oben angeführten Cbarak- 
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twistikeD [«X [ß\ dm aSnmiliclMn «edia GkieliiuigeD («^. EBtopnehend den geauoirtai 
FwtMtnmii« M jätet: 

und man erhält, mit Rinksiclit auf das frßher ia Bezug auf \k\, Bemerkte, saninit- 
lidie Bp«ci«lle Charakteristiken [aj, [^J, welche verschiedene ä^'steme {S^ erzeugen, 
«am man m« den Mdu tng«nd«ii Cbantkterirtiken mS die swanng mS^ielMD Weieen 

drei llerau^;^rcil't, aus >ololipn drei dann jedesmal die drei möglirlieii Siimini'ii /i; je 
zweien bildet und dietelhen in beliebiger Reicheufulge mit [aJ, \ß], [afi] beteichuet 
Dies liifort die fotgatden nnmig 87«teme [a]. Iß], laß]: 
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Bestimmt man zu jedem dieser zwanzig Paare |«|. \ß] die zu(^ehörigen Oiarakteristiken 
[.'fit \ß\ ^ <}^<^u angegebenen Weise und tiilirl die so bestimmteu Charakteristiken 
[*]> Ml M> [''J jedesmal in (S,) ein, so erhalt man die zwanzig in enthaltenen 
Systeme von je sechzehn (Jloiehnntjen. Um dieselheu zu fixiren lierüi-ksichtige man, 
dass in (6'^) ollgeiucin [t) die Grösse {t)' die Grösse x\,i vertritt, ferner, dass nach 
dem frttber getroffsnen UebeninkomnMiB act»] auch dnnb Xt, «^(«i durah si, beniehnet 

8* 
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wwim. kam, wenu v die der Chiitklnntik ff] iu der natOrlichen Reihenfolge zu- 
komtupiKlß Stcllen/^hl ist. Denkt man rieh nun die Gleichungen sunächst unter An- 
wenduug von x,, x, angeschrieben und ersetzt dann x, einfach durch f, x, durch v, 
80 entsteht die Tabelle IL, in welcher die Gleichungen in der Weise zusammeDgestelli 
Nind. i!as8 die sechzehn ein System bildenden Gleichungen jedesmal in yier Horizontal- 
reihen zusammenstehen. Um jedes Missverständniss auszui^chlie^sen, wird also noch- 
mals bem«l^ dass die in der Tabelle Torkommenden nicht accentnirten Zahlen 1, . . lA 
die Grössen 4^, die accentuirten Zahlen 1', . . ., 16' die Grftssen x'„ . . .,x\^ ver- 
treten, während in der früheren Tabelle am Öehluue des Art 2. die Zahlen 1, . . 16 
dis soehMlui dwnklariitikaii ia flmr imUriidMn BflÜMafidg» w|ato M i tir ro. Di« In 
der Tabelle durch HorizontalstrioKe aiisge/i>i<-haetoB Zahlen 7, 8, 10, 12, 14, 16 «nt» 
sprechen, als 8tellenzahlen aufgefasst, den sechs nogsnden Charakteristiken. 

8. 

Im Anschlüsse an das Vorige sollen jetzt noeh einige Eigeneebaften der in 
den Tabellen enthaltenen Gleichungen hervorgehoben wordeu. 

Beachtet man, dass in den Tabellen, wie vorher erwähnt, die Zahl v die 6r5sae 
die Zahl v die Grösse x\,] vertritt, wenn v die Stellenzahl der Charakteristik [f] 
iat^ ao kann man sagen, dasa in den Tabellen I., II. auf den linken wie rechten Seiten 
SjtteiDe von je vier vcrfioliietJonen Charakteristiken auftreten, deren Summe immer der 
[0] oongrueot ist, und von denen dalier jeden iu die Form [ij], [i;a], [iiafi] ge- 

bradit werden kaan, waui mit dae beliebige der vier Charaktnitliken desselben 
bezeichnet wird. Definirt man nun als Vierersystem jedes System von vier Charak- 
teristiken, deren Summe congrueut [OJ ist, so erkennt mau, dass es im Ganzen ein- 
bondeittienig vereebiedeoe yierarBysleme gibt, und da,' wie «ine eio&ehe AbiiOiliiDg 
z'j'i'^i, 'Wp^p Anzahl mit (I't Anzahl der iu den Tabelle» T., II. vorkommenden ver- 
schiedenen Vierersysteme tibereiustimmt, so folgt, das jedes mögUche Vierersystem in 
den Tabellen doh findet Da ferner, auf welebe der vienindswanzig mdgltchen Weiaen 
auch ein Vierersystem in die Form \i](t\. ff/a^] gebracht werden niai;, der 

Auadruck ( — 1)" < fUr dasselbe Viereisystem immer denselben Wertl) -{- 1 oder — 1 
beaÜKt, ao kann man die liunifliehen yierersyeteme in swei Arten eintheilai, indem 
man zur ersten Art alle diejenigen nimmt, fOr welche (— I i" *= + 1, 7.ur /.weiten 
Art alle diigenigen, fBr welebe ( — l)")/*— — 1 iat. Berücksichtigt man dann, daas 
vier veradiiedene ungerade Charakteristiken aianiala eine der [tij cougruente 8naime 
haben können, dass also ein Vierersystem nie aaa vier ungeraden Chaiakterietiken 
gebildet werden kann, so zeigt die Relation: 

(_ i)ivi (_ (_ (_ i)!"!«.* = r— 1 r ^ 

dass eiu Viercr»ystera erster Art entweder vier giTftiif ndcr /.\sf'i gerade und zwei un- 
gerade Charakteristiken enüiält, cjn Vierersystem zweiter Art dagegen entweder aus 
einer geraden und drei ungeraden oder aus einer ungeraden und drei geraden Cbaiak- 
iariatiben beatehi Man erkannt andlieb mit BOokaicht auf die in den beiden wiriguL 
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Aitikdil entwiflblte Tliearit, d»MB dk Tabelle I. die limmUiclieii eeohiig YierenTateme 

erster Art, aber keines zweiter Art, die Tabelle IL die eiaiintiidieii achtzig Vienr- 
sjsteme zweiter Art, ab«r keines erster Art enthält. 

Beaeiduun jefait wieder . . rennl die eeobe «Bgenden ChnnlclerietiheB in 

der iiatilrlinlMTi ReOMfllblgp, s<» lasnon sicli die vifr Charakteristilift! 'ti"", ''r:a', [rjß], 
lUttßl eines Vierenjatema erster Art, für welches also ( — l)"i>'* = -f- 1 ist, immer in 
die VwtK 

hl» h"fi«>»]» h»K«»»']i h«*r«vl 

bringen, irobei |», iv f*'» *''»#''» *^ FttmntiAkm der SSaliktt 

Ersetzt man UeriD hl <l"'^ [t**ii**«i'3i gdien die ob^pn vier Chaiahtet tätigen in 

die neuen: 

|£w,.w„i, [wW,W.,l, [(o.io,-], [fcj.u.J 

ober, und mau erkeunt unmittelbar, dass diese vier Charakteriatiken, welche Charak- 
teristik auch an Stelle T(n'[Q geeetrt «M, md mt mua. «neb die vier Zahlen iß, v, 
v' ans den Zahlen 1, . . 6 Mmrlhkn vag, innner ein Yieranyetem erster Art 

M ldwii 

Die vier ChacakteriitihMi h], h«], h/f), intefil einea Yierei^jitana nteitMr 
Ar^ für weUhea abo (— » — 1 ia4> laaacn aieih «ntqnediend imnier in die Fem; 

bringen, wobei p, a, r drei Terschiedene Zahlen aus der R*ihe 1, . . ,, 6 bezeichnen. 

Eraetst man hierin lq\ durch [{«f]« so gehen die obigen vier Charakteriatiken in 
die naneD: 

[C«^]» [(•»•]» [C^««»f] 

Ober, vad ea ist anch hier nnmittelbar Uar, dase dieae vier Charahteriattken, welche 

Charaktcrihik auib an Stelle TOB [t] tft-setzl wird, und wie man auch die drei Zahlen 
If, 0, V aus den Zahlen 1,...,6 auswählen mag, immer ein Vierersjrstem zweiter Art 
bildeD. 

Da.f ?>_vstein (S\ aus welchem Nunimtliche Gleichungen der Tabellen I., IT. ab- 
gtlaitet wurden, ist ein inTolutorisches. Ea iat daher geetattet> sowohl bei ihm selbst 
alt bei alleD MriTChnnid desselben abgelriteten Bdatianen die Gräasen s mit den GrBaaen 
x bcziehlich zu vertanachen. Fahrt man dieae Tertauschung bei den Gleichungen der 
Tabellen I., II. aus, so zeigt sich ein weiterer wesentlicher Unterachied switchen den 
der ersten und den der zweiten Tabelle angcliörigeu Sjsteman Tom je sechzehn 
rtleichuDgen l> ; ii den erwähnten Frocess geht nämlich jedea der flinfiehn Systeme 
der Tabelle I., abgesehen von der Anordnung der (ileichungen, wieder in sich selbst 
Uber, während in der Tabelle II. die zwanzig Systeme paarweise in einander Uber- 
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9. 

Bei tliTi bisherigen Untersuchungen bezfidinefen die x, x Grössen, wclclio nur 
den sechzebu Uleichungen Ues Systems (S) zu gcuQgeu hatten, im Uebrigen aber ganz 
Miebii; wMmi. Im Folgend«» wU jdit dt» Sjiteu (5) «nter der Yonwsvlniiig 
untersiirlit ivtrilen, das-s zwisrlien den x solche Beziehungen bestehen, dass die den 
sechs ungeraden Charakteristiken entaprecheuden Liuearfunaeo 4s'„ Ax^, 4s',„ A^\t» 
4z',|, 4x'u den Wertii Null haben. Oeoflgen die GrSteen c dieeen Bedingangea, 
üt also:* 

a^» — 0, a^, — 0, ä^„-0, »'„ — 0, »„ — 0, aT« — 0, 
•0 lleat sieli jede der idm den gemden Chankterietikte «nlqpfedienden Grtewn ar': 

^tt ^4» *5» ^fl ^»f ^111 ^»t 

auf acht Weisen durdi jedeemal vier Grössen x linear ausdrücken. Di«' a« lit ein und 
dieaelbe Grösse x dantelkoden Qleicbungen können dann immer in zwei Gruppen zu 
je vier eo nuammengefasst werden, dass die vier Gleidrangen einer Omppe jedesmal alle 

aaehldin Grijs>if n x euthulten. luaofern solche vier Gleichungen durch Addition die dem 
lietreSuulenjc'entapiKchende Gleichung des Systems (^S) eigeben, coDstituiri jede der beiden 
Gruppen eine mericwllrdige Zerspaltnng dieser letateren. Die dieebeallgliehen Gleicfaungen 
lind aämmÜich unter den Glei irinj n der Tabelle II. enthalten, sobald man durin die 
den ungeraden Charakteristiken entsprccheiKlen Grössen x', die dort einfach durch 

l'f S', 10', 12', 14', lü bezeichnet sind, gleich ^iull setzt, oder, was noch einfacher, sie 
avaMlcn liisi; bier soIlfliB diesalbeD » «OgeBeiiier Gealatt dmkt aoa dar Fonael {F) 

des Art. 5. ab(;<-Ieitet werden, da daa betrefflsode Renaliat auch (Ar apltere Unter» 

Buchungen von Nutzen ist 

man mit [oj, . • [»«1 aedie ragenden Charakteristiken in der 

uatfirlichen Reihenfolge, mit [o^] eine beliebige der nlin geraden Charakteristikeil, 
so lisst sich nach Satz 5. des Art 2. dieselbe immer auf zwei Weisen in drei von 
einander Terschiedeoe ungerade Charakteristiken zerlegen. Ist [(a„\ \u>^a„a,\ die 
eine dieser Zerlegungen, so ist [c7„| = \a^tOa(o,\ die andere, wenn q, a', x' die drei 
von p, d, T verschiedenen Zahlen aus der Reihe 1, . . G bezeichnen. Ersetzt mau dann 
in der Formel (F') dos Art. ö., in wolclicr [{J zwei ganz beliebige Charakteristiken 
bezeichnen, durch [oj, [%] durch [xa^], rater [k] wieder eine beUebige Charakterittik 
vwstend», «0 nimmt dieaelbe die Gestalt an: 

- (- l)""^(«t-H| + (- ly"^*»-*.,! + (- + (- ly-^^l-wHl) ■ 

Soll nra avf der linken Seite dMaer Gleidinng nur das eine Glied a^t*>il «tehen bleiben, 

so sind die Charakteristiken ff;], zu wTihlen, da.«« die drei Charaktrrisfiki'ii fco/f), 

Wtßlt sämmtlich ungerade sind, da den gestellten Bedingungen gemäsü dann 
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die eutepireelMDdcii CMsmo d venckwiado. Da aber [aw«] + [«./Q + [«»«ff = [«vl 

ist, so können die drei Charaktoristikcu [ta„al, [fl>„^), [©.,a^], wenn sie sämmtlich un- 
gerade sein sollen, nur entweder mit [Of], [oa]> (orj oder mit [a^J, [oa']» [«t j Qber- 
«nttimnieD. In welcher ReOtenfiilg» diese Uebaidnetiiiimmig jedMonal rtattfindet, iat 
gleichgültig, <la durch eine Vert:ir:^< hung der ChanUeristOnn [«], QQ, [«(Tl unter ein- 
autle r die obige Formel nicht geändert wird. 

Sb werde mm snalduit, e diw e cb eitd d«r Zeikgai^; [••] s [0^«^«^] , 

[«.«] = [«J, [0»/q »[«ij, 

oder, was dasselbe: 

[«] -= [ei»«i,] , Ol) 5 [•,«*] , [«ffl = [a^«,] 

geeetst; dana «nd für \i\ \yS\ nach dem Fraheren die drei von [0] Terschiedenea 

Lösungen \\\ der Oleichnngen (— 1)"'^ = -|- 1 , f — lyi-" = -f- 1 , entsprechend also 
hier die drei von [0| verschiedenen Lösungen ||| der Gleichungen ( — ^^'"""rlf 
— » -f- l, ( — 1)"?** ' — + 1> in irgend welcher Reihenfolge, zu setzen, und da ent- 
sprechend der Relation (3) des Art. 3^ [|] s [•«••c], [«Vtv], [<V«*«-] disee drei 
LSsongen sind, so kann: 

M = [«^»'«f 1 , td] s [«fOr] , [y * J S [ey Wir] 

gesetrt werden, woiaaa: 

[».y] = [M^], [«.*] = [«,-] , [«.yd] s [ei,'] 

folgt Fflhrt man die so bestimmten Charakteristiken [n!, [4| in die obige 

Qleichiuig ein, so nimmt dieselbe, wenn wieder einfach mit (e), mit (<)' be- 
seichnet wird, die Gestalt an: 

(p.) («.)'-(-i)''"-[(««^)+(-ir«'"-(«%)+(-ir'^'"-(«»^)+(-^^^^ 

In dieser Gleiehnng kann mau jetat lllr [k] der Reih« nach die sedtebn Tersehledeiieii 

Cliariiktertstiken setzen. Vmii den so entstehenden sechzehn Gleichungen sind aber nur 
Tier wesentlich verscltiedeo. Um dies eiueusehen, berücksichtige man, dass die letzte 
OleiehuDg wieder in sieh sdbet ttheigdil^ wenn man [k] nm \p^m^ oder am \m^9t\, oder 
am [•^«•'] vermdirt; tiieilt man daher die «echiehB CbanUeristiken in die Gmppea: 

[0], [ei^in«'], [o^Mf], [««re».-]; 

[«•«,], [«e«^], [«^«']f t«»«vl; 

K<(*1» [«••vi» [«."#], [«•«f]; 

[«<«••]* [•«•vi» [•»«<»'] I ("»«rl» 



so erkeimt mai^ (bn iman die vier Charakteristiken einer Qmpp^ an Stelle von [»} 
geeels^ dicaelhe Oleiehoug hermrhringeii, and daas daher die ob^ ai]gsmeiiM Olsiehoag 
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(Pi) nur vier venchiedene spwivlle amfaast, welche aus ihr eatttehea, indem man an 
StoUa von [xj der BtÜM nadi di« CkminMaktikm: 

[0], [o.OJf], [tOfO,], [OpOj 

settt Beracksichtigt man «ndlieh, daas bei diesen Untersuchungen congruente Charak- 
terMOran Ar eniMidcir gHetst werden dOrfni» so leiMn doh die vier GMdnuigeii, nie 
folgt, Bidiretben: 

{•.y-(-ir'"'^[(«.)+(-i)'v''^(«,«r«*.)4-(-ir''''^(«^«K«^)+(-i)'^'''(^^ 

Um die der zweiten ZerlegOBg der Charakteristik [o.J in drei ungerade Charakte- 
riatScen enttpreehendeD QladraiigeB an finden, hat man nnr an berfldtetehtigen, daat die 

beiden Zerlegungen, \(o^a^a,] und [r.)„l :^ [0^ 01, », ], in einander übergehen, wenn 

man die Zahlen f, c, t mit p', <s', x beziehhch vertauscht, und dass daher aus den rier 
an^paMUen, der Zerlegung [a.] ^ [01^0,01,] entsprechenden Gleichungen die vier ge> 
■achten, der Zerlegung [<»„] - [Oj, ta,-] entsprethenfion liorvorg« Iion, iiulcm man die 
enrttnte Vertaaacbnng in diesen Gleichungen vornimmt. Man erhält auf diese Weiae 
dia traitaiii viv Glckhugn: 

(„.y-(_i)vi-»[(i»,)+(_i)-«'-«(«^o^«,)+(-ir»>»(»^.v«o+(-ir''^^^^^ 

(•.y-(-l)-''^[(«^)+(-l)V^(«^eH-«i^)+(-l)'vK(^.^,^)+(_l)'v^ 

(a».y-(-ir"'*[(«v)+(~ir* ' (»e «^«,) + (-!)■"" ' ""(«f lü.} + (-1/ ' ""(»f »^«r) ] . 

Die adit Oleidrangen {ß^ (G,) bilden aoaammen die am BingaBga erwihnten 
acht Darstellungen dorspllnni Orösac X\«,^\ durch jedesmal vier Grössen x\ auch erkennt 
man leicht, das« durch Addition der vier Gleichuugeu (G,), aber auch durch Addition 
der vier Glaiehuigen {Q^ £e der Oharakteristik [»J entsprechende Gleiehnng dea nr> 
aprOuglichen Sjstems (5), deren linke Helte von gebildet wird, entsteht, und daat 

«lahür die gleichfalls schon erri-rilinton boiduu Zerspaltuagen dieeer letalen Gleiehiing 
durch die Systeme ^(tj), (Cr,) repräsentirt werden. 
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Lint mMB jetzt in dn adit OMebungen (G,), (Q,) m Stell« toh r«>1 ^ 

Reihe nach die zehn geraden riiaral;teristikr-ii treten und ersetzt plpiehzeitit; ' w,,], («,], 
[fOt], [Of-J, [a«-}, [o.'J durch die ihnen jedesmal entsprechenden specieUen Uharakieristiken, 
M erhilt man fBr jede der wba, dea genden CbenkteriatOnn entapredieideii GrOaeen 
x' die acht oben erwähnten Darstellungen. Dieselben folgen hier in der Weifie zu- 
sammengeatelltj dasB immer je vier susammengebörige Gleichungen in derselben Hon- 
«mtslNihe ■tthen: 

— +«, +ae, +Sm+«i4*-'+^ +ai»+«i»+a»+J% — +1» +«* # 

— +^ +«, — a^-«u— +^ — «i>-*»+*4+a% — «14— «u+a« » 

a^i — +«» -««—«14—+^ «tt-«ii— «io-««+*4+«» — +«i +ai i 

^'3 = + ^3 -^1 +^iu-«u— — «» +*4— a;,s+x,, — -f ar„-x„+ar,— ar^ =— a;,5+a;„ — ar« +aci , 
2:'»= + *» — ^» «IS— *f +^«"-^'i-;+ '"u=' + 2-K,--»"i:. + -'i-"C6 =— x„ + x,j —X;, 5 

X\= + Xt —X, — a:,s+*i»— a:» + J'<.-f •' i,-.- =— •«,(, + ^•.3 + -'; — % = + ^u — ^e — ^« +«i . 

^4 ■■+^ — *i — äft4+«i»— — «ti-"— ^e+ä^i+aSi— — +%t— — *4 +*i » 
— +a» — -*ie+J«ii— «I +ai+«u-ai «„+3^+0^— «4 — «u— «b +«1 ? 

a^. — +% — ä% — «tt— atu-a^+as» +ae,i— a%4-«4 +^+«tt— +«i6+«i — «n, 
— +J% — «tt— a^w+«a~+*% — *4+*i — ^ +^ a% ^•+a%i+«^— ^t? 

*'u~+*ii— *t 4- «8 —a^—— «b — •4-«,4— «» +-«1— «!*"•— «li+a» — ^ 

flj'u-+ ' , +«,4— flt^—as, 4.fli-a^-f-«i +ai— «4.— — «ii+«u; 

— X- +Xg — X„-=— X,o4-X4 — Xj 4-*» "" + ^11 — +a^l fl^— — afi5+«5 — 

X|,"-f"'^U ■^I0"I"^I» -^li^ "f"*» = + «8 3^3 +*1 *« ~ «U~l"^!l ■ 

x'ie' — ^•»•i6+-i'i ~^<> -Jf,r, = + ^in+a:,— X, —x^ = — x„— x, +x,4x„=— x„— x, +x„ 

+ *M + «W-*J»— «14— +*? +«|-a^ — — — «t +*4 +«* =— — ^ +«tl + ««' 

10, 

'in« im Torigen gesagt wurde, tielieD die BediBgungm: 

a^, — 0, a^, — 0, a^M— .0, ^„^0, «^« — 0, ««—0, 
sobald nun sie in du ßTstem (8) dnftlirt, fiUr die dev bdieb^an genKlai Chankte- 

Kaun, nntt. UMa. VManihn. 4 
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ristik \t,T.} ontsprocliende Grösse .''imj die acht üleichungM» (G^ (j^^ luch aiek. Die 
vier üleicbuagco (6',) wurden dabei aus der Formel: 

(p.) (••y-c- + (- + (- 

d»gdeHa% indem oiu flir [»] ■peculk Chanlrtnkltlnii emfthrta. Auf dieaelbe WeiM 
kanDCD aaeh die Gleiehongen (ß^ dir^ eilwlteii wardeo, indem maii toh der Formel: 

(P.) («.)'-(~i)-'^[(,..)4.(_i)-»'-*(««,)+(- 

ausgeht, die aus (P,) durch V'ertauschung vou q, «, t mit q, 0, x beziehlich hervorgeht^ 
and die früher gemaebteB SchlOeBe im Weeentiiehen wiedeihoUL Da in (P,), fP,) 

diosplbf Charakteristik bp/piclinct, so stiiniiiPii beiden Glcicliunarn bitisirhtlich ihrer 
linken Seiten flberein und liefern daher, indem man die rechten äeiten einander gleich 
•etat, die neoe Ton ^ freie Oleidrang: 

(ü.) (- 1)' "'^[(x«.) + (- iA'°'-(*»,'; + (- ir"'"'-(x».j + (- ir""-(xo..)] 

- (- l)"**^ [(«•.) + (- + (- 1)"^ "^(«•.) + (- ir' "^(«e^)]. 

Ntnmit man die anf Jer linken Seite der Gldehang {R^ afaAende Form «ud 

setzt darin an Stelle von [x] der Ueilic mu h di<i üHiniutlichen aeehiebn Cliarakteristiken, 
so entstehen, wie im vorigen Artikel gezeigt wurde, im Ganten nur vier verschiedene 
Amdifleke, welehe mit den vier du reebten Seiten der Gleichungen {G^') bildenden 
Ausdrfleken ideKlilBh iänd; ebenso entstehen aus der die rechte Seite der Gleichung (R^ 
bildenden Form, wenn man darin f&r [x] der Reihe nach die aechsehn Charakteriatiken 
setzt, auch nur vier verschiedene Ausdrücke, welche mit den vi^r die rechten Seiten 
der Gleichungen (G,) bildendes AnadTfick^^n identisch sind. Die sechzehn Gleichungen, 
wi lclii' ans ilij biTvnri,'i'hen, wenn man darin für [x\ der Reih(' nach die sämiutliclu-a 
eecbzebu CburakterlEitiken setzt, mflssen daher nothwendig unter den sechzehn Glei- 
chungen enthalten sein, welche entstehen, wenn man jede der vier GieiehmigeB (G|) 
mit jeder der vier Gleichungen ((i.^ in der Weise combinirt, duHs man ihre rechten 
Seiten einander gleich setzt Könnt« uiau nuu noch zeigen, dass die sechzelui auf die 
•agegebaae Weise aas (JB^) eaMriiendaD Oleiehmigen almmtUeli voai efnaader far* 
schieden sind, so wiirde daraus folgen, duss dieselben in jcib-r He/tehung mit den 
sechzehn aus (Gr,), {ü^) in angegebener Weise entstehenden Gleichungen Ubereinstimmen., 
Zar DoidiAlhrBBg dieser Untenaebnag empAeUt es steh der Focmel (K.) vorher eine 
andere 'Gestalt zu geben. 

Unterdrückt man in den beiden Seiten gemeinsamen Factor (— 1)''"*', 
serstdrt auch das erste Glied der linken Seite gegen daa ihm gleiche erste Glied der 
reehtea und mnltiplieirt endlidi linke wie rechte Seite mit. (— 1)*^'*^, unter { dne 
beliebige Zahl aus der Reihe 1,...,6 verstanden, so nimmt die GleieknBg (JZ^X wenn 
man noch berücksichtigt, dass fQr ( « 1, . . ., ti die Kelation: 



« 
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_ (_ ly -i-^-k I . (_ 1)-. 1 1 

beatdit, saniehit die folgende Form an: 

(_ 1)1 "i"«- -«•:.(_ 1 ' (x 07,) + (—1)' -i V • . (- If '-i (xo.) 

- (- l)Kl|-rl.(_iy-^i-|(«,,)_(_l)l-*«V^I ,(_ .0. 

Dieser letxten 6kulMii^{ kann naa aber, wenn man nur beadite!« daw immer (— 1)' ' 
— 1 , un<l, bei von emandar Teraduedenen i, fi, ¥, (— l)l'«<>*i'l » -f' 1 ist, alete 

auch die Üe«talt: 

(B) . 2(«oi)-^(-l)-""n««»0 



geben. Die Gleichung {R) i«t dann, wie uBnittelbar Hat, von der arBprünglidiai 

Gleichung (Ii ) nicht wesentlich verschietlen; wegen ihrer tlborüirhtlichcreii fJostaH soll 
t)i« im Folgenden au Stelle vou {H^) verwendet werden. Man thut gut, schon hier zu 
bemerken, data nuner dieadbe Gidebang entelebt, wenn man in (R) an 8teIU tob { 
der Reih«» narli dir /ahlr-ii 1 , . . C) setzt; denn, ein die ftleichiing (/fl sich von der 
tileichuug ijt,) nur durch die Form unterscheidet, {IQ aber von | vollständig &ei ist, 
ao kann die Gleiehnng (R) beim Uebergange von einem Werihe { an einem anderen 
iiiclit wesentlicli geündert werden. Mit Rücksicht hierauf kann man auch, wie iu der 
Folge suweiien geochehen wird, ohne Heeinträchtignng der Allgemeinheit der Formel (ß), 
I anf dne oder einq;e der Zahlen 1, . . ., 6 beacbiinken. Für die Formel (£) wurde die 
obige Schrcibwei-KO desshalb gewählt, weil durch ViTeiiiiguug des die linke Seite der 
Gleichung bildenden Gliedes 2: xo).) mit dem auf der rechten Seite vorkommenden Oliede 
(x«b:) die einheitliche Bezeichnung in hohem Grade gestört wdrde. Aus dem Gesagten 
folgt schliesslich noch, dass die Formel i It) vollständig unabhängig ist von der Reihen- 
folge in welcher die ungeraden Charakteristiken mit |ö, ], [a^] bezeichnet werden. 

In der Gleichung {It) vertritt daü Sjmbol (xa«) die Grösse Xf»nf\, mau kaou 
daher der Oleiebung (R) aueli die Form: 



geben. FQbrt man in die.ner Gleichung an Stelle von [x\ der Reihe nach die sämmt- 
lichen seehuhn Charakteristiken in der natflrlichen Ueihenfolgc ein, so treten an Stelle 
des Charakteristikensystems \xmj,..., [xod der Reihe nach sechzehn Systeme von je 

sechs speciellen Charakteristiken, die mau in dt-v folgenden Tabelle in der Weise an- 
geschrieben lindet, diiss (lii> ("harakteristikHii durch ihre Slidlenzulilen ln /i'ii Iniet, und 
ausserdem die den ungeraden Charakteristikcu euts(irei;heuden Stelleu/ahleu durch Uori- 

aontalatriebe barrorgehoben aind. 

4* 
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7. 


" j 


10. 


18. 


14. 


15: 


8. 


7. 


9 


11 


13 


16: 


6. 


6 


12, 


10 


16. 


13: 






11 . 


9. 


15. 


14: 


3. 


1 

^ » 


15. ' 


16. 


10. 


11; 


4. 

• • 




13 




■ i 


12: 


1. 


2. 
* > 


16. 


14. 


12 


9: 




1. 


16. 


13. 


11 


lÖ: 


iB. 


16. 


2. 


4. 


6. 




1A 

ID, 


iO, 


1 




°* 


s. 
ö» 


18, 


Ii, 


4, 




8, 


»5 


14, 


18. 


8, 


1, 


?, 


6? 


11, 


Ii, 


6, 


8, 


2. 


3? 


IS. 


11, 


f^, 


7, 


1, 


4; 


9, 


10. 


8. 




4, 


l\ 


10, 


9, 


7, 




3, 


2. 



Diese Tabelle bildet, wie luunitteibar klar, einen Theil der «m Schlnsw det 
Art. 2. auf gestellten Additionitabelle; ein Blick «af' dieselbe ^eigt, daas Tpn den ao 

entstandeneu Systemen vop je sechs Charakteristiken keine zwei dieselben sechs Cha- 
rakteristiken enthalten, und es sind daher auch die sechzehn Gleichungen, die aus (i?) 
herrorgeheu, indem man fQr [x] der Reihe nach die sechzehn Charakteristiken setzt, 
■Immtlich von einander verschieden; damit ist aber, mit KUckaichi auf das früher Be- 
merkte, zugleich bewiesen, dass dicHolbeti mit den Hccli/t-lni ilnnili Comliination der 
Gleichungen {G^), (Cr,) entutehenden Gleicliunj^eu identiscik sind. Nun siud aber gleich- 
Mitig mit der Formel (B) di« aeehtehn aus ihr abgeleiteten Gleichungen vollständig 
frei von [ao], und es können daher auch die dunlt Cotnliiiuiti'in von ((!,) und (fi.,) 
entstehenden Gleichungen, da sie mit den aus {!{) hervorgeheuduu identisch sind, nicht 
▼OB [«•] abUbigig arin. Jede der selm, je aeht Oleideageo ealballeBden Gnppen, 

die aus (G,), (G^) entstehen, indem man für der Hrilie nach die zehn i,'''rii<l''n 

Charakteristikeu setzt, liefert daher, wcau mau ihre Gleichungeu iu der angegebeuen 
Weiae eombiniii, dieselben aeehaelui QUidm^iai, wie jede udere. 

Mit Rack-iclit auf die obige Tabelle kam nun die eeehaehn am {Ri herror- 

geiirnden < üeioluingcii, wie folgt, schreiben: 

1. X, — a?, — x,„-|- j:,„ + ar„ — j,-, — 0, 2. x, ~ x-, — x.. -f-x,, — = 0, 
3. Ts —x^ — a-,; + a;,„ 4- ^ = 0, 4. x^—x.^ - ./„ + a:, + a;,,, — -r,^ = O, 
5. -x^ -■iu + ^i« + -^x9 — ■fu=t>, 6. x^ ~ — i„ + x,j + x, — a;„-=0, 
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1.x, 


-4% 


~«1« + *I4 + *I1 


— a» 


-0, 


8. X, 


-SP, 




— *I0 


-0, 






— ^ +** +^ 


— »I 


-0, 


10. 


— «« 


-r«i +a» 


-<» 


-0, 


11. Sa 


-Xu 


— *4 +a» +«• 


-ab 


-0, 


12. 




— *» +^1 +a^7 


— a» 


-0, 


18. Xu 




-ä«» +«• +a» 


-a» 


-0, 


14. i„ 


-«11 


— «» +«> +*1 


-«4 


-0, 


16. X, 


—«in 


— +^ +«4 


-«1 


-0, 


16. 


— ^ 


— +J% +^ 


— 


— 0. 



Bezeichnet man nun die linken Seit-en difser Gleichungen mit X|, Itfg, »o kann 
man am diesen aechzehn Formen auf mehrere Weisen secbt HüMTonabldbigige aus- 
wSUaii; $m aoldMo aeelw laaien rieh dabo immer die adis flbiigeti linear nwmmen* 
teteen. Mail ftbefiaagt aidi leieht, das« äp«ciell die Formen L,, Z.,«, 
linearunabhftngig rind, und data die zehn übrigen aas ihnen sieh folgcodeniiaaaeo so- 
sammensetien: 

A — • + A + + + Ai + AiH- As» 

X, - + A + 

L, — — L, — Ig + + Lj, — 2^4 — L«, 
Li — — i, — X» — — iiu + li|4 + 
In — — i, — + I.,o — Ii,, + /y,« — Inj, 
~" — 1*1 — 1^ — X„ + L„ — L,, + 

X» " + A ~ A — Ao ~ ^^is ^ A« + -^i&i 
Ai ~ A + A — Ao A» + ~ ^1» j 

Aa " — A "f" A — A« ~f" -^li — -^11 — As» 

i|„ = + ^'7 -^1. 4" ^10 — -^IS — Ai- 

Aach xeigt eine einfache Kecknung, dasa zwiacben den sechs Formen Lj,L^, L^^, L^g, i>i4> At 
and den »eehs in Beang anf die Orttoseo x gleieUUb lineann Fonnan, die ridh nia 
dem Systeme (S) fflr x'„ x\, x\^, x\„ ergeben, die folgenden in Benig auf 
die Grössen x^, .. identischen Qleichnngen: 

8«'„ - i - 4A.. 8«M - X - 4Z;u» 8^^« - + 4Iu 
baatehen, wobei snr AbkOnmig 

A-i*-A, + A. + A4- As-Ii 

gesetzt ist. Aus L, — 0, . , ., X„ ~ 0 folgt daher auch rückwärts x. — 0, x'« = 0, 
^ 0, a:'n= 0, a^^^ =0, und man kann daher die ursprünglich aufgestellten 
Bedingungsgleichungen x\^0, «',— 0, x',»— 0, 0, = 0, — 0 stets durch 

die Gleichungen =>0, X„ ^0, aber anoh doroh je aaeha von ciaander luuUiingige 
dieaer aechiehn ersetaen. 
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Die otMn ftditeB Mehadin SjitemB tob je Meba Ohanlcteriitikai, St» tau dem 
Syateme fxoJi], rxod horvorgeliw, indem man darin an Stelle von \x] der Reihe 
nwh abnmilicbe sechzehn Charakteristiken treten lüsst, aiud für die späteren Unter» 
•oehniigfln von groner Bedsntnng. Si« wQ«!! im Fo^MMfon Jtntenka^cdw Bsehsar- 
ayttonw oder kurz Sechsersysteme genannt werden. Hier mögen noch folgende Eitzen- 
«chafteo derselben, die sich unmittelbar aus der «n^^etelltea Tabelle ergeben, er- 
wähnt werden. 

1. Das dem Falle \x] •= fO] entsprechend« Sednenyiiem enthült die sämmt- 
liehen ungeraden. Charakteristiken; jedes der fOnfiwiiB ttbrigMii Systeme enthält zwei 
ungeiad« und vier gande Gluuraicterietiken. (Vergl. Sntz 8. dee Art. 2.) ' 

2. Zwei beliebige Sechttergjateme hüben immer /.wei und nur zwei Charakte- 
mtikoi gomein«Mn. Nimmt die eine dieser CharakterisÜken in dem «raten der beiden 
l^aieme die fi*% in dem swsitm Sidle tan, ao efalit ^ ■adera in dem ersten 
Syatema an in dem «weiten «n fi^ Stelle. 



11. 

Bei den in Art. 5., 6., 7. durchgefiihrten Unterauchangen wurde lediglich vor- 
»uägGselzt, dass die x, x GrOsseu bezeichnen, welche den sechzehn Gleichungen (S) 
genOgen. Die auaschlieaalich unter dieser Voraussetzung aua (S) abgeleiteten Relationen, 
M|)ecicll also die Formeln (<S,), i -S'^ i und die .sjiiiiiiitlioheu üleichungeu der Tabellen I., II. 
bleiben daher richtig, wenn man wieder zu den ursprünglich mit x, x bezeichneten, 
den Glmehnngen iß) genügend«! #-Phidnctan nuOi^ebT^ nlw aUgemsin: 

- » wi»«i»[i + m^\n + -9- «ipo 

■etst Anf diese Weise entsteht daan ant jeder in den Tkbdien enthaltenen Gleicbnng eine 

(^-Formel, und aus jeder solchen d-Formel kann man weiter einundfUnf/.ig Terxchiedene 
specielle ableiten, indem man jede der beiden darin vorkommenden, noch willkürlichen 
Ghaiakteristiken [c\ unabhängig von der anderen die Reihe der sechzehn Normal- 
charakterisiiki ti donhlnlu läast und von den so entatahmiden Formeln solche, welche 
durch Vertauschung von zwmen der drei Variablensysteme (v), (u ), (/) und dadurch bedingte 
gleichzeitige Vertanschung der entsprechenden beiden Systeme aus der Reihe (v), (tc), (t') 
in einaildar übergehen, als nicht vergchieden betrachtet. Dabei mag noch bemerkt werden, 
dass, wenn man für |pj oder [tf] con'„'ruftit.> ( liiiniktcnstiKrn - tzl .lio dadurch fntwtchendnn 
Formeln sich nur um einen, allen Gliedern gLiueiiiHUiucii Factor ^ 1 unterscheiden, 
also nieht wesentlich verschieden aind. Ans dem in der TabaDa I. enthalieDaD «raten 

Systeme von sedi/ehn ';ieitliimr;en gehen durch das beschrii^liene Verfahren cinund- 
i'ünlzig apecielle i'ormelsjstcmc von je sechzehn Üleichungeu hervor, welche, wenn 
man noch die daM anftretenden CSianAteriBliken, die nieht NormaleharakteristOcen 
aind, mit Holfe der Gleiehongen (S), (4) dee Art. 1. anf solche redoeirt, mit den von 
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Bann Botathaln*) in seinen Tafeln aa^MteUten «inandf&nfzig Formelsjstemen, ab- 
geaehen ▼cm der BezeichnuDg, Qbereiostimmen. Fixirt nun die fDr [p], [<f] eintretenden 
Nonnalcharakteristiken durdi die ilinen in der natQrlichen Reihenfolge zukommenden 

Stellenzahlcn fi, v, unter Anwenduiij; der symbolischen Bezeielmung \g] = n, \a] = v, 
sotzt a;i(}) [pff! = wenn l rlii» Stelli'ii/.ahl der d«r ('barakteriatik [per] coiigrucntf-n 
Xonualcbarakteristik ist, so entsprechen den einunfüufxig Rosenham aclien Sjatemen von 
j« aeduelm CHmdrangeo dar Baflw noeh die Zahlen; 





1. fo^M 


1: 


2. roi« 


1. r«i— 




9: 




1. 






18. r««!«— 


18: 


MrJ^^ 






2: 






10. TDtflalO« 




6. Tatfli« 


6: 


8. Toi» 


1. r«i"> 


14. [»«W 


14: 


9. TpI« 


1. r«i» 


4. Totfl« 4: 




is.rotfi« 


12: 


li. rai«B 


1. Ftfl*" 


8. r«0i-« 


8: 


12. M— 


1. 


16. r0tf1«16: 


IS. Mb 








1 rir1= 
*i VI 




II- 


15 rfli = 


1 rai= 




16. [pi=i,[<n= 


15,[ptf| = 


15; 


i7.rp)= 


2, = 


9Jp«j] = 


10; 


]R. [p|-- 


2, W = 


5, fptf]= 6; 


19.lp|=2,[ffl = 


13, lp<jj = 


14; 


20.[9\ = 


2,[ffl = 


4. 


3; 


21. [p]- 


2,[ffJ=- 


12,|ptf|=ll; 


22.(pl=2.frt| = 


8, [(,*) = 




23. [p| = 


2,1«| = 




l.-S; 


24.!p]-= 




lMptfJ = ll; 


26.[p] = 3, [«!] = 






2*;. [p]= 


■%M = 


13, [pö]". 


15; 


21. = 


3,{tfJ- 


«'.[pö]- 8; 


28. rpi = :],f«] = 


ir,, 




25». [pj = 




10,[p<jJ-= 


12: 


3u.[ej= 


4, = 




31.[«.]-4,(ö]» 


n, [p<J] — 


8; 


32. [ff]- 


4,[«]- 


13, [ptf] = 


16; 


33. [pj- 








5, [pffj — 


13; 


35. [p]- 


6, M- 


13, [p(»J- 


10; 






10,[p«l-14; 






M; 


38.W- 




5,tp«l- 


16; 


89.M- 


8,W- 


18,[,»]-12; 


4aw-8,M- 




16; 


41.W- 


il,M- 


6,[f«l— 


15; 


48.W- 


ll,M- 


18,[*«1- 7; 






16; 


44 W- 


4,M- 


11, [^•l- 


10; 


4B.W- 


4,M- 






16,fc«]- 


12} 


47. [rf- 




14,[f«l- 


7? 


4aw- 


8,W- 








14; 


60. W- 


10, M- 




7} 


61. W- 


6,M- 


Il,to*)-16. 



12. 

WUmmd die iu den i'oriuclu (^',), iS^ unil in den durau8 abgeleiteten Glei- 
changan dar TabaUen L, IL TOtkommenden GrBeaen x, x nur den «echzchn (jleichuni^en 
(S) XU genflgen haben, mflsson die in den Relationen (f,), (P,\ > f», 1, (/<) der .4rt, 
9. und 10. auftretenden Orütiseu x, x, wenn anders diese Uelationen besteben sollen, 
nieht nur die Obidiaiigan {ß\ aondeim aneh die aeeha weiteren BedioguigaD: 

«r.-O, a^» — 0, /„-O, a^„-0, a^„-0 

• erfnllen. Sollen daher die im vorigen .Artikel mit x, x bozeiclnieten, den Gleichungen 
iß) aoter allen Umständen genügenden d-Producte,aacli in diesen Relationen an Stelle 

*) JtsMNlUmi, Mteoiie siir 1« fimatieaB etc. \mg. 44S. 
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von jtf d g8§6W werden dQrfen, so sind die in diesen ^-Reihen vorkommendoi unab> 
hlagigen Variablen (»\ (r<-), (f) vorher »olchen Bedingnngen zu unt^rweiÜBlB, dui: 

immer ventchw ludet, wenn fQr [ijj eine der sechs ungeraden Cbarakteriatiken eintritt. 
Berilekmehtigt man nmi, daM »MifO) fBr jede aBgende Chanktoriilik M den Werth Noll 

hat. s(i cri^'itif sich, dass der {^«-»tfllten Forderung anf mü^cbet emflMlie WeiM genügt 
wird, wenn man i = (0), oder, was dasselbe: 

(m ■+ f + »r + V) — (0) , (0 -=(-«_ ,r _ ir) 
aetst Führt man das so beütimmte \i\ iu die in Art. 1. für: 

(2«')., (2r), (2'*'). (20 

aaf^eataUtai Anadrttcke eb, eo grten dieedbea beiiehlicb Aber in: 
(0), (2« + 2.), (2« + 2»), t-2« — 2»), 

und e« nehmen daher die im vorigen Artikel vitSM, beieiebneten ^Producta — wenn 

man darin allenthalben (/) durch ( — u — v — fr) ersetzt, femer für ixC), {v\ (w) in neuer 

Bezeichnung ^"), (^) schreibt und endlich unter Anwendung der ana (3), (4) 
des Art 1. unmittelbar folgenden Formel: 

die 0-Reihen mit den Charakteristiken (f — P — «J, \yi — 9 — «J in solche mit den 
Charakterialiken [« + p + «]t + • + beaeUich venrendelt — eddieaaUeh die 
Oeelalt: 

j;,,, = (— l)f){f> »IfliW »[fplfoj »fftflfn-;» ^\iQO\\\— i( - r - «•]), 

^'\'^ = (— i/'-''^"' »Uj'.Iv;"|i ö[';e]ii'< + fj) ö[ij<jjiiii + «71 »ivpoHi— «' — ""T^ 

au, wobei, unter Anwendung des in Art 3. für den Auadruck ( — Ij'i'il+'i'i eingeführten 
^bob (— sar Abkünnng 

geaetrt iet, and die («), («), («r), wie bieher, nnabhingige Variablen beiaiehneik Die 

ilun li ilic letzten Formeln detinirtcn Orösscn /, x <r<'iinf;cn (l.itiii nicht nur den aeehxehn 
Gleichungen iii), sondern erfüllen aucii die sechs weiteren Bedingungen aly wm 0, 
-» 0, — 0, a;'„ •» 0, «',4 = 0, a/,, = 0, und ee bleiben daher die Relationen 
(P,), '^•y< (^»'1 richtig, wenn man darin statt der Grössen x, x die obigen 

4^-Producte einführt Die auf diese Weise aus (P,), (P,), (6,), (6,) herrorgehenden 
^Fonneln werden ipSlar Ibze Verwendung finden; hier aollen aimSehtt die ana {U) 
folgenden (> Formeln «nor eingehenden Betrachtung unteixogen werden. 

Führt man in der Formel {IC) an Stelle der Grössen x die ihnen entsprechen- 
den ^-Prodiicte ein und ersetzt zugleich die willkflrlichen Veränderlichen (v), (tc) durch ' 
(— t'i, {— w) beziehlich , so geht ana (JB) nnter Anwendung der Fonnel 5. des Art 1. 
und unter Beachtung der Beaiahnngen: 
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nadi «mgcn letditaD Unfemu^en die Qkiehoiig^ 
(©) 2»[««|]C«|*[««»tplf»)»[«»t»l(»|»r«»«**lf- 



hi»rvor, in welcher fx], (p], fff] belicbijre Charakteristiken, [u, ],..., fu, 1 ilio Recha un- 
geraden Cbarakteristikeu in beliebiger Reihenfolge, («), (v), (lo) unabhängige Variablen 
betdebimi. Diese Glekhang geht wieder in ndi eelbet Uber, «ena man [x], [q], [«] 
allenthalben durch irgend weldie ihnen congrucnte Charakteristiken ersebei Mit RQck- 
sicbt darauf sollen im Folgenden, wenn es aieh am Chaiaktenetiken handelt, die an 
Stelle von [x], [pl oder [0] xa Intiii beetimmt riod, unter veieeliiedeneB OhanktemtikeD 
nur solche Terstanden werden, welche einander nicht congment sind. Die Gleichung (9), 
die als eine Htr die Theorie der zweifach unendlichen '^-Reihen fundamentale angesehen 
werden mu8», soll jetzt zur Herstellung einer Beihe von wichtigen '^-Formebi benutzt 
werdet!. Zu dem Knde untaneheide man in Baiag anf die Chankterätiken («] 
die folgenden drei Fülle: 

A. ) die Cbarakterititikeu [pj, [0J seien beide gleieh [0]; 

B. ) eine der beiden ChanJctoriattlmi [f], [tf] sei gleiek [0\ die andere raa [Ö] tenehieden; 

C. ) tho Charaktfri.«fil<f'n \q], \o\ seien sowohl von einander, als von fO] vorschifden. 
Der Fall, wo die Charakteristiken [ff], [0] zwar von [OJ, nicht aber von einander ver- 
aehieden «ind, Ahrt, da dann fpa]='[0] iet, m Fonadn, wdoihe von den dem Falle 
B. entepredienden nicht wesentlich verschieden Rirul, und kann deshalb von <\er Kc- 
traohtong aoegeschlosseu werden. Jeder der drei Fälle soll jetzt für sich weiter be- 
handelt Verden. 



«-1,2,...,«) 

aa. Ana dieser Formel folgt weiter, wenn man (w) In (») Obeigehen lias^ die Oleiehnng: 




Vau A. 



Ist [if] = \()\, |0] = [OJ, so nimmt die Forael (ß) die GeateH: 
(A^) 2»r»«tlH »[»»"ilH »[xo=H-ii+e+w| 




ud hieniu, weim man noch (m) so (v) werden liaet, die Oleiehnng; 




Kbaoi, •weiL imnidL TbcUitUm. 



» 
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Jede der drei Oleiehnngen {Ai), (A^ (A^) repräaentirt 16 verschiedene specielle, welche 
auii Ihr oiitütoheo, indem man fllr [lO'der Reibe nach die teeheehn Normalebuekteriatikeit 

eintreten lässt. 

Seht OBit in der &äiäaBg (A,) («)«»(0), to xtmm, Aunit'tiieM; linke nnd 

rechte Seite gleichzcitiji verschwintlpn, fx| von fO] verschieden sein und kann daher nach 
Setz 3. des Art 2. immer und nur auf eine Weise in vier, von einander verachiedeue, 
imgerede Cbankteristakmi zerlegt werden. Denkt man eich die Beieidunng der aeehB 
äugenden Charakteristiken so gHwälilt. da.ss [x] |(<>i<^t<<>«oJ ist, so besitzen die den 
Wertben • » 5 and t ~ 6 entsprechenden Glieder der recbtsatehenden Sonune den 
Weiib Noll, nnd man eiliil^ wem man ngUtoh anf die Zahlen 1, J, :\ 4 bewAitlDk^ 
die Fecmd: 

t 3S t 

[xj - füj,üjjaj.,cDj, t— 1,...»4, 

nnd biecaos für (v) — (0) die Formel : 

fx]:?z [0,0,0,0),], 1—1,..., 4. 

Jede der Gleichungen (A^ (JJ repräsentirt 15 verschiedene specielle, welche aus i)ir 
entstehen, indem man die vier Charakteristiken [«,], . . [o^] auf alle möglichen Weisen 
ana den sechs ungeradiB Charakteristiken amni^tt nnd dann jedeeaid [■] ans der 
OleiehoDg [«] — [«isi^fl^sj hestinmi 

wn B. 

Dieser Fall ist dadurch eharakterisirt, daaa von den beiden Charakteristiken 
[ifi], [«] die eine der fO] gleich, die andern ven [0] verschieden ist Ohne der All- 
gemeinheit Abbruch zu thun, kann man annehmen, dass [p] = [0] sei, indem der 
Fall, wo [öj = [0] ist, durch Vertauschuug von (v) und (icj immer auf den, wo 
M [0] irt, zurfickgeflihrt werden kann. Bnliiireeheiid der Amudime [91] — [0], 
nimmt dann die Gleichung (0), wenn man aodi [u«} — [1], alao [0] s- [nX\ mM, 
die Gestalt: 

(1/,) 2»[jtöiJ|Mj| *[xMiJ|t;| »liaiiiw} »Uo^Jj^— « + i> + i»J 

- ir'"*. (- If *'"«"»'»[«-»]W*t««»)W*[A«,]Cie|»[A«0(- « + • + 

(6-1,2,..., G) 



an. Ana dieser Fgnnd lolgt, wem man (t-) in (m) fibergehen l&sst, und dann den 
Bnciislaben w dnreh den Boehataben « ersetat, die Gleicbmg: 
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(|-1,Ä,...,6). 

Jede der Formeln (.B«) reprisentirt 240 verschiedene speeielle, weiche aus ihr 
entätdicii. iudcm man an stelle von [xj, [k] alle Variationen der sediMha Nonulp 
charakteristikeu zur zweiten Glasiie ohne Wiederholung treten lässt. 

LSnt mu in der Glttdumg (B,) (w) ra («) wattei, daokl ddi UmmI dw 
riiaraktoristik [xl] in vipr im^oradc fliaraktoristikon zorlogt und die Bezeichnung; der 
ungeraden Charakteristiken so gewählt, dass [xX\ [o^a^Otm^J _ [«a^UfJ wird, be- 
■dnloki auch ( «nf die WerÜie i, 8, 3, 4> m natendieiden sieh die beiden, den WeithMi 
t = 5 und 1 = 6 entsprechenden Olii-der der auf der rcditen Seite stehenden SumnM 
nur durch das Vorzeichen und zerstören sich also gegeuseitig. M&u erhält auf diSM 
Weiee die Fomd: 

(Br) 2»(«e.dW»[»»«lW»C4»dM»[i»dW 

and biemni^ mdem nun nodi (m) n («) werden liert, die Oladnug: 



1 =4 

fxA] , rW|<»,«>jO«], 5 — 1,. ..,4. 

Jede der (ileichungen (Ilr\ < I^,,'^ reprii?cntirt 120 verschiedene nieiclumgen, welchtt 
aus ihr etitHt«hen, indem mau au ätelle vuu [xj, [AJ alle Combinationeu der aeohmliD 
Normekbe iMhl e rigU iren rar swdten Gheee ohne WiwderliolBng treten liest und ngleich 
jcdoHmnl mit h->,\ . , fo,] die vkr nngenulen Chankfairifltilno be»eieluMt, in welohe 
[xAJ zerlegt werden kann. 

Seist niMi in der Fonnel (i^) («) — (0), eo eriiltt man dnrch eine Uebcr* 
legung, welche der snr Heretelluag der Fomel (JJ aogewaiidten gans unlog iai, die 
Gleichung: 

M =["i«t«i"Jf 1 — 1,..., 4. 

Die letzte Gleichung repräsentirt 235 verschiedene specielle, welche aus ihr hervor- 
gehen, indem man die vier Charakteristiken [u,], . . ., Tm,' auf die fünfzehn möglichen 
Weiseu aus den sechs ungeraden Charakteristiken au.twühlt, dauu [x] aus der Gleichung 
[k] — [ai0j(i},oj bestimmt und für [Jl] jedeenwl der Beilie nach die itabeihn von [s] 
verKhiedeneB Charalrtariatiken aelii 

6* 
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Sollen in der Ff)rmf! iTi,) nic)i( rillo fJlieder vorsclnviiiilcü , wenn ii(i=^n>) 
gesetst wird, so darf zunächst keine der beiden Charakteristiken [xj, der Charak' 
ieriatik [0] eongraent Mm; «etat nsn dann, entspreehend Am Zolegong einer jedoi 
der beiden Charakteristiken [x], [A| in zwei ungerade, [x] [o,,«,!, [Zj = [a^-o,/], 
•0 kdnnen weder {i, v noch ji', v mit den Zahlen 6 ttbereinstimmen, d» in diesem 
FltUe we^en [xA] = (0,0,10, — [c»,»,] «im d«r beiden Chankteriftlken [x], U] 
der [0] L itiu'ruint wäre. Bs dürfen weiter aber aneh, wenn nicht alle Glieder von 
{Bi) verschwinden sollen, weder beide Zahlen ^, v noch beide Zahlen n', v unter 
den Zahlen 4 Torkommen. Daraus folgt, dass fOr (w) = (0 1 nur diejenigen 

Chaiakteriatikea [»] in berflckgichti<7en sind, die aus der Gleichung [xj •= [u>„m,] hervor- 
gehen, wenn man fdr ,« eine der Zahlen 1,..., 4, für i' einn dir Zulilfii ö, M setet. 
Bei [Ktssender Walil der Bezeichnung der sechs ungeraden CharakieriHtikeu kann man 
dalier [»] = [04O5] eetten, und es folgt dann ana [xi] := [«sOkl immer [A] = [04O«]. 
Setzt man in der Gleichung (Br) nun fx| = [ra^Or,], fAl = fOjO),;!, auch S = 4, so hat 
die linke Seite und das dem Werthe i 4 entsprechende Uliod der rechten Seite 
den Werth Noll, und maa eiiill^ warn man noch berteUeU^, daae: 

irt, und dai alleB GHadeni gweiaameB Fbetor — (- if»**»»^^ nnterdrgekt, die 
bereita tod Herrn TFUor*) mitgedieilte Foimel: « 

Ana diaetr letaim Glaicknng folgt aeUieaiUdi nodi iBr (v) ~ (0) die Fomd: 

Jede der Gleichungen (Jh ), (^») repifiscntirt 15 verschiedene »pecielle , welche 
aus ihr entatehen, indem mau die beideo CharakteriaÜken [ogj, [o^J anf die. fOnfzelm 
möglichen Weieen ane den eeeha ungeraden aoawiMt und jedesmat die vier Qbrigen 

in beliebiger Reihenfolge mit [cn,], . . ., [<<),] hexeichnet. Man Oberzeugt sich leicht, 
daaa die, aw«> Terscbiedenen Anordnungen der mit [o,J,..., [04] zu bezeichnenden 
Charaktoristiken entsprechenden Gleichungen nicht wesentlich verschieden sind, sondern 
aieh nur durch die Bezeichnung der ^-Charakteristiken unterscheiden, von denen jed^ 
ala gerade Charakteristik, zwei Darstellungen durch je drei ungerade ZUlSaatw 
Man kauii hier bemerken, dass in 1-oIgL' der (ileichung: 

eise INFnnction VDgelodert lämM, wenn man ihre CbanMeiieUk um die Summe der aeeha 



*} [I tber, Anweadoug der »-FaBetlonMi etc. Math. Anualeo IUI. XIV. pg. 17». Gkbg. (16). 
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nagmikn OkankteriatikciB vemcihit. Octehidit dies M <ler Ftanctii« ^(<if|«f|%]|*K 

■O fnlu^t, i;ntor Bcrncksichtigrwng der Relation &[x + 2;il(pjl = (— 1 mul 
der Beziehung (— >."».".)• = f_ ] ji~,»sn)(».«N«s> =- + 1, dus 

9[ii),UjW.,]i,irH = {^[<D,cj,,cj,.]ijt?l 

ist, in welcher Ueihent'olge auch die ungeraden Charakteristiken mit [oj, . . [Uf J be- 

Ml O. 

SSad die beiden Charakteristiken \ff], [tf] von eoMUder und Ton [0] Tenehiedei^ 
■0 aetse man in der Gleichung (ß), nachdem man jede der darin Torkommenden 
IKFoDCtionen mit der Charakteristik [xetiga], t 6, unter Auneheidung des 

FaetofB (— if**'*^ in eise solche mit der CharakterirtaE [u»,»9*«] Tenranddt, 

und linke wie redlte Seite mit (— i^'^iv " tnultiiilicirt ha^ «llaathalbeB (»9] ~« [AJ^ 
[»«] » Die Gleichung {&) nimmt dann die Gestalt: 

I»« 

ii -1,2,..., 6) 

an. Da fOr [»], [i^, [f] alle VariatioiMii der aeehsehn NormalebaraktocirtflBeD zur 
^tteA dasae olma fnaderiiolnng geaetat werden kSnnen, so repriaentirt diese Oleichang 
im Ganzen 3360 Teischiedene specielle. 

Lässt man in (C,) (v) zu (u) werden und wendet hierauf dieselben SchlQsse 
an» die nur Herstellung der Gleichung (Sf) bomtrt wurden, so erhält man, wenn man 
•obliMdidi Doeb an Stall« daa Bndiatabaoa w dao BodutalMB v traten ttsit, dia 
Formel: 

■ «■4 

[xA] ^ [w,«,«3«,|, S=l,..., 4. 

Setzt man liiprin uti Stelle von [x], [X\ alle Combinatioiipn dor sochzclm Noriiuil 
Charakteristiken zur zweiten Classe ohne Wiederholung, so entstehen eiuhuudertzwauxig 
verschiedene Gleichungen, and ea kSamn in jeder deradben ftr Qi] noeh die nenehn 
yon [x] unil \k\ jpd(";nia1 vorMr^hiedoian Nornialr}iaral<tf>ristiken einfrctcti. BerUoksiohtiift 
man jedoch, duss, wenn eine beliebige dieser vierzehn Charakteristiken mit [ft ] be- 
aeiebnet wird, dann immer aine iweite dar Charakteriatik [»Ift^^ congroent ist, nod 
dasa swei aoleha Charakteriekiken an Stelle von [p] geaeist^. dieselbe Gleidraiig henror- 
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brin;^"^!i, 80 folgt, dsH dio Auahl der in (C^) enÜialteiMD »pMiellai OMdrangen 840 

beträgt. 

Zur Herleitang; dner Relation swiMbni Phidoetai tob je vier 

mit vorscliiedenen Cliaralit^ristiken, aber gleichen Argumenten (r), lawse man in der 
Gleicbang (Cf) (u) in (v) übergehen und denke sich gUiulunitig {X] in die Form [x^J, 
[fi] in dM Form [xa] gebracht, auch jede der m entetelieiideD '^FiuetioiMa mit der 
ClMrtikteriatik (»»«iiffoj, t — 1, . . ., 6y unter ÄOMelieidiuig des Faeton (—l)<"«' 

in eine solrh" mit der Charuktoristik [xgaco,] rerwanJelt. In Folge der oben für [x], 
Wf Ü*] ge»«tzteu Bedingungen muss dann [pj ^ 0,0,(0 J = lojc»«] und [oj sowohl 
von [0], all Ton [9] venehieden «ein. Setit man also, entapreeliend der Zerlegoug von- 
\a\ in z.Wfi uiigeradi' riüiniktfristiki'ii. \a] 'm,,ct>,^, so kijnnen, weil [p[ fü),,taj ist, 
H, V nicht mit den Zahlen 5, 6 Qbeieinstimmcn. Man Uberzeugt sich weiter leicht^ das« 
aneb die Zahlen ft, t» nieltt beide unter den ZaUen 1,2, 8, 4 irorkommen dfhrftn, wenn 
nicht die vier Glieder der Gleichung paarweise bis auf das Vorzeichen flbcreinstimmen, 
■ieh also gegeneeitig -y:<'rst<"jr(>a Köllen. Daraus folgt, dasn für [a] nur solche Charak- 
teriatiken zn berttekBichtigLU sind, die ana dar Oleichnng [0] [»„o,] herTorgehen, 
wenn man für fi eine der Zahlen 1,..., 4, fllr v eine der Zahlen 5,6 setzt. Bei 
passender \A'ahl der Bezeichnung der ungeraden Charakteristiken kann man daher 
immer [0] = [c-'^o.',] setzen. Fflhrt mau nun in der in oben angegebener Weise um- 
gctbrmten Gleichung (C^) an Stelle Ton [g] die Charakteristik [fiitW«], an Stelle T<ni 
ffj] dir Cliiiraktcristik fu4<o-| ein und vereini^'t mit Hülfe der in Art. 3. gegclienen 
Kelatiouea die aut'treteudcu Kxpouentialgrö&seu in pa^seuiler Weise, so crhült mau 
sanlelMt die Qleidinng: 

In dieser Qläidiang ' kann fllr [»] jede der aednabn verschiedenen Charakteriatiken 
geeetrt werden; es verdient aber hervor^^ehoben an werden, daas die auf diese Weise 
entotehendan Gleichungen nicht wesentlich von einander verschieden sind, da durch 
Uebergang von einnr Oharakteriatik [tt\ m einer anderen entweder nur ein« ümatellnng 
der vier Factoreii in jodeiii ö-Pruducte, oder eine Vertaiischung der 0-Productc gegen- 
einander, unter Hinzutritt eines allen Gliedern gemeinsamen Factors, oder endlich beides 
bowiikt wird. Man kann daher unbaiohadet dar Allgameinbeit der oUgan Formd in 
demlben [»] — [0] aelaen und erhilt dann die Qlaichnng: 

(= « 

Dieia GMahung reprSsentirt 20 verschiedene specielle, welche aas ihr erhalten werden, 
indem man die drei Charakteristiken [o,], [10,], [a,] auf die swanng möglichen Weisen 
ana den sechs ungeraden Charakteristiken auswählt; in welcher Beihenfolge die drei Übrigen 
Charakteristiken mit [«»4], [«J, [«gj beae i chnat werden, iat» wia man aieb leiebt Obor- 
aeng^ gleichgiltig. 
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-Be- 
setzt man in der Gleichung (C,) (u) (0), so erhält man nach ciuer Ueber- 
legung, welche der zur Hprstellung der Hleichung (£«•) aogewaodton gm» ihnlich il^ 
nach einigen leichten Uufurmungen die Gleich^g: 

• = 3 

(Cü 2(- if"""^ ""'♦[•.«».•»J(o) »[•i«»4«j|oi*[(i»j w»iji«»«j«jf») - 0, 

ist 

die für [fij — > [0] adion tob Hem Weber*)- Bof^idlt worden ni IKe Otdehang 

(CJ repiisenUrt bei feetgehaltener Charakteristik [,u] fünfzelm verschiedene specielle, 
welche an« ihr entolalMii, indem man die beiden Charakteristiken [oj, [a,] auf die 
fBnfiehn mSgUehen Weiten an« den Mcbi nngeraden auwShtt vai die ▼ler tibngen 

jedesmal in beliebiger Heiheufolge mit [<»ilt ■ • ■,[<<)|1 bezeichnet, auch hiezu da» bei Formel 
(£4' ) Bemerkte beachtet Lässt man aodann an Stelle von [ft] alle rierzehn von [o)««)^] 
und [0401«] verschiedenen Charakterietiken treten, berUckmchtigt dabei, dass, wenn eine 
beliebige dieser vierzehn Chankterittiken mit [ft] bezeichnet wird, dann eine iwetto 
der Charakteristik [|i'o>,,Cii„] congnient ist, und das» zwei solclu* Charakteristiken, an 
Stelle von [|tj gesetzt, dieselbe Gleichung hervorbringen, so folgt, diuis die Anzahl der 
in (CJ «nfbaltoMD speciellen Gleichungen 105 betrIgL 

Setzt man in der GleiebuQg (CJ [ji] — [««4]» m» erUUt dieselbe nach einfacher 
Umformung die Gestalt: 

in welcher sie später zur Verwendung kommen wild. 

Da fOr (t) = (0) aimmtlicbe Glieder d«^ Oleichang (CJ^) Terachwinden, so 
existirt keine Relation zwischen Producten TOD je vier GrOeaen •(«]fO} mit verschiede- 
nen CiianUeriatikeD [«]. 

13. 

Einige der unter I^A), {£), (C) aufgerührten Formeln verdienen theils wegen 
ümr Stnetuv tiwib wag» ihrer aplteren Anwendnng heiondare Beaditnng vaA aoOen 
daher jetst eingehender besprochen wenicn. 

Die Formeln {A^, {Bg), {Ht), iC^) können, da man alle weitereu Itelatiuneu 
ana ihnen dordi S^edalMrang der A>ginn«ite, ohne anf die Formehi {A^, (J9,), (C^) 
zurflckgohon zu mdsseii, erhält, alt die Fundamental fornieln angesehen worden; borlli k- 
sicbtigt man dann noch, daas die Formel {A^) als speciellen Fall enthält, weim 
[1] (»] mgefanaen wiid, «benio ((%) die Formel {Bt) ftr M — [«], ao folgt, da« 
die bfliilain Fanndn {ß^ (C^) nur 'Hecetellong aller weiteren avtnidten. 



•) Wäbtr, ABweadmig der IMaAmetioeM «te. MaOb AmalM Bd. XIV. pg. 179. Olehg. (16} 
nnd: Ueber die JTwmwr'Nhe Fttelie etc. Cnlleli Joonial Bd. 84. fg. SS*, fllehg; 
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DiV Olpirlndiffon (A^), ''/?.,), (C^) sind von den später folgenden Ilrlationcn 
zwischen d-Functionen mit deuselben Argumenten dadurch ausgezeichnet, dat») sie in 
Besag »«f die Pmetioaeii ^Mfv} TOti\ vierleii Grade sind nnd keiiie GhrSeean 4^(«]fO| 
iTithalten. Unter iliiipn verdient die Formel (f.,) hp^ondpre Beröck-iicliti^'nng. Dio vier 
Charakteristiken einet» jeden der vier in (C,) vorkommenden ^-Producte bilden nämlich 
eto TierenyileiB sweitör Art, und es enthalten weiter die vier den vier ProdneleB ent- 
■preehenden Viererxyjitctni' zusammen alle sechzehn Charakterist ilccn. \ikIi r.i-i^ eine 
einfitelw Ueberiegung, dass die zwanzig in (Q) enthaltenen specielleu Gleichungen den 
twamif in der Tabelle IL vcalconiBienden, ja^eemal alle sednehn Charakteriatikea ent- 
haltenden Gruppen von je vier Viereravsieinen /.weiter Art entsprechen. Einige der 
an* (B,) folgenden apeciellen Gleichungen finden sich adion bei Göpel') f die swansig 
in (Q) enihaltenen Gleichungen erwihnt JtownAom**). 

Di9 Gleichungen (A^), (/fj, i'Z^ i, iT,), von denen (il^) als spet'iellcr Fall tob 
(Bi), (Bt-) als «pedeller Fall von (C«) aut'gefaset werden kann, repräsentiren Relationen 
zweiten Grades swiachen den sechzehn Functionen '&[f]Ct|- Die Formeln (A^), (B^ 
zeigen, dass swiachen je vier ^-Quadraten, denn Charakteristiken einem und demselben 
Sechseraysteme entnommen sind, eini' homogene lineare Relation mit constanten Coef- 
ficienten besteht» bezüglich der Formeln {Bf), (Cj verdient Folgendes hervorgehoben 
SU werden.' Bezeichnet man ein »-Product ^^[tHc]) d[i]]ft']| als zur Charakteristik [*] 
gehörig, wenn ff] -f- [rj] [x] ist, so gehören zu jeder, von [0] verschiedenen Charak- 
teristik [xj acht verschiedene ^-I'roducte, von denen immer vier gerade, vier ungerade 
FnKtioBeii des AigaoentensTitaDies (v) amd. Em Biiek anf ^ Fomei se^ min, 
da«'' ilif drei in ihr vorkommenden fr-Productc •zu ilerNcllieti von fO] verschiedenen 
Charakteristik [ü>j(D(J gehören, und man kann daher entsprechend den fünfzehn von 
[0] Tersehiedeoen Giarakteristihen, denen [«f^etj eongmait weiden kam, die einhundert' 
zwanzig in enfhalti^noTi speciellcn (ileichungen in IHnfzelui Onippeu eintheileii, 

Tou denen jede dann acht Uleichungen enthält. Die drei in einer solchen Gleichung 
vorkommenden 4NProdae(e sind entweder ilmmtlieh gerade oder slmmtlich ungetade 
Functionen, und man erkennt weiter, dass sowohl zwischen je drei von den vier ge- 
raden, wie zwischen je drei ron den vier ungeraden, zur Charakteristik [xJ gehörigen 
4h-Piodneten eine der acht Gleichungen der durch die Cbarakteristtk [»] fidrten Gruppe 
besteht. Von grosser Bedeutung fOr die spüt^ren Untersuchungen ist endlich der Um* 
stand, dasa die vier Charakteristiken von irgend zwei der drei in derselben Gleichni^ 
Tfnlfi(nuMBdeB ©-TVoduete ein Vierers jstem aniv Art b üdan. 

Di« Formeln ( .-(,,), t'Ii^) liefern die bekannten BelatioiMn swischsn den lehn 
Ton Noll Tcnchiedenen Grössen 9'[«](0|. 

14L. 

Die in dan Foruelsyslamen (A), (B^f (0) «ntitaltenen spedellen 61eidiuiq{«9i 
sind theilweise von etaander abhäng^. tu Fönenden soll die Art dieser Abbfingig- 

*) Güpet, Tbeome trantcendenlitim Ali«'Uanarnm eto. CieUe's Jowaal Bd. 16. ff. WS. 
**) lUutlüuän, Memoire lur les fonctiooB eta pg. 4M. 
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keit untersucht und die Reduction der Gkidrangen auf eine kleimte Zahl waa einaDder 
BBsbhängiger diircligefülirt witlIi n. Die betreffende Untersuchnog wird sich aber aaf 
die in {A^), (11^) enthalteneu lielationeu zwischen den zehn von Null Terschiedenen 
GiOaiat «-MfOl and auf die «os (A^^ (B^ und «u {Bf), (Q) folgenden « Formeln 
beschränken dürfen, da man von diesen, wenn man sie nicht nur für das Variablen- 
sjstem (v), sondern auch für das Variablenaystem {tt) aufgestellt denkt, rUckwärts zu 
den Oraiidfonndo (B,), (C^ geleogen kann. 

Von d«n flin&ehn in (A^) enthaltenen »|)ecicllen Gleichungen sind zunächst 
die neno, welche geniUn Charakteristiken [xj entsprechen, eine Folge der secha übrigen. 
Sdiieibt nun dieae Mateien — iadflni man ^[»io^OrJ^O) zur Abkünong mit [i-iiv] 
besdehnel^ aneh cntepNcheod (— dnich (— lyi" enebt — in dar Fonn: 

[mr - (- lyi* [«4]* + (- I)«* [ml* + (- 1)* imY, 
[!«)• - (- + (- t)W [t»]* + (- if» [w]*, 

[m]* - (- lyi« [»•]• + (- 0* t»«]» + (- !)«• {tuY, 

[>»]• - (- »y* («*]* + + (- 1)^« [«••)*, 

[tnY' - (- lyi» [IM]« + (- if» [iny + (- [m]*, 
[m]* - (- lyi* [ml* + (- if» [mf + (- [«»r, 

•0 erkannt man weiter, dass auch sie nicht anabhängig sind, dass viehnahr jede ton 
Hann durch lineare Verbindung der fQnf übrigen erhalten werden kann. 

Beieichnet mau, wie vorher, «[«aia^aJ^OI mit [A/iv] und ersetzt weiter noch 
(— ly-tiit^'^f dnrdi (— 1)*' '"', ao nehmen die f&nfkdin in enthaUenen 
epeeiellen CBeidrangm die Geelatt« 

[»»]» [tse]* — (- i)»" [!»]• [aaf + (— {imf [laa]«, 

[»4l« [wp — (- ly' ^'tm]« (m]« + (— ly-'^iiMf [mV, 
imf [tuT — (— i)»"" (!»]• [W6]* + i)"«* [«•]• [IM]«, 

[m]* [184]* — (— (!»]» [9Uy + (— l)««* [IM]» [«6j«, 

[iMp [M4]« — {— l)« «* (Ittp [*»]• + (- ty *^ [Uep [«Mp, 

(II) (wP [»•]• - (- ir- [»»]• [»*]• + [»»«]• [wp, 

[mp [iMp — (- ip« »' [mp [M6p + (- i)»» »* [i»p [w*p, 

[tMp [M4p - (- ip» [M6p [M«p + (_ ip« «- (uep [iMp, 

[wp [twp - (- ip«-«' [wp [mp + (- iP** [mp [mp, 
[tasp [236]» = (~ ip* »' [mp [i3»p + ip» * [mp [mp, 

Suna, wmM. muuM. TkMutOMa. 6 
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[m]«(iMl« 

(I»8]»[l»]* 



(_ lyt.x* [iMji + iy» u [„,jt 

(_ i)» ur(iM]* («4]« + (— i)" "' [m]* (M6]*, 



•a. Die Systeme (I), (II) stehen in dem Zusammenhange, dass aus d«B OMdMagea (II) 
dw BaUtionen (1) abgekitot w«rdeB ktenen. Die fBoftebn Gleiehaagan (II) selbit 

flüld nhfT aiu'li iiirlit unttliluingij^ von fiiiandiT, viclnidir kann man auf mohroro Weisen 
aeeliB unabhängige unter ihnen auawählen, auf die sich die neun übrigen reduciren lassen. 
Soldw SMhs Oleiehimgeii bettimmfln dum die eliniiitliehen iwisebeB den nfan Ton Nnll 
venehiedeiMn Grössen &[t]((^} bestebenden Benehungeo. 

Ffir 'liV Discuüsion tlcr Formeln (A^^, berticksicliti^e man, dass die 

vier Cliurakti-nstiken eines Vierers_vstems zweiter Art bei passender Wahl der Be- 
teiebnuilg der sechs ungeraden Charakteristiken immer in die Form \ita,\ [xa,], [xo^ 
|x(<>,M.a>j| ij;i"bracht werden können, da.ss also irgend drei von diesen rier Cliarak- 
teristiken in einem und demselben /i(osen/i<itN'schen Sechsersjsteme sich iindeiu Durch 
die vier Coubnktioiiett dieaer vier CbandEtcnetikai m je dreien werden daher vier der 
sechzehn Sechsersysteme hf'<timmt; die sw5lf in diesen Systemen ausserdem noch Tor- 
fcommenden Charakteristiken sind, wie man eich leicht überzeugt, sämmtlich von ein- 
ander veraebieden und stimmeu daher noihwendig mit den swSlf 'Von [xai,], [x«B|], 

[xWjl, [xcj, üjjOj. 1 verscliii'dfncn Cliarakteristiki-n liberein. Da aber die Formeln l -'l,), (7J,1 
für je vier t>-Ciuadratc, deren Charakteristiken einem und demselben äechsersysteme 
angehören, eine homogene lineare Relation liefern, m> laeeen eich atn thnen Bw5lf 
Gleichungen ableiten, welche durch die vier U-Quadrate d'[x(ii,]lir 5, t>'[xWj]iiy]l, 
9*[xaJ(vJ|, '&'[xoj0^aj|(p| die zwölf Übrigen linear auedrückeu. Diese zwölf Gleichungen 
haben, wenn man nnter BeibebaltoDg der ob4b eingeführten abgehlinten Behreibweiee 
noch 4^[«M^«»aaic](v) durch ^■[KfVt] bescjchnet, die Fonn: 



[Vl:tfif'\x4] =('-l)'«« '«'[2341»»»[X1] +(-1)'" " tl.lif &»[x2| + (;-l)"» "■[l-J4]-{Hfx3l, 

flSSj'd'[x:.] =1-1/" ''•[23:.]- »'[XI I 4-(-»/w "In.-.rft^lx-'i + r-l)'" '^■|l2.oJ«»*[xs], 
[mi»»«l*«J =(-1)'" "^[äasJ'^H«»] +(-i)'" »*ti»cJ»*^lx2j + i,^»/'" » [i8«j-»-[x8j, 

(lM]*»«(«m) — [H4]*»*(«M>]+(-l)»»»'[lS4]»#»[«l]+(-l)"" "'[M43«»*[«2j 
[It8]«#*[«l»l —(-!)•••' [W]V[»l»]+(-l)«»«*[W»)«»»[«l]+(-l)"»»'[tM]«««(«], 
I I3S]'«*[S1M] —(-!)•■•' (M«P»«t«m)+(-l)"» »*[W«]»«»[«»]+(-l)"« "'[«Mj««»[««J, 



[li3]'»»|xi:ti| —f-iy.w fn4]«»-*|xi2:iH-( -i)'»» »*'fi54|'&'Ixl] + i- ij'" " [aiufft-^xs], 

|l-J3p!>»[xi;(5i =(' II' » |13:,|'{>*[X12U] + I- ll'-'''|lJ.%T{>>[xl] + (-l)"» «*'f23&)«»»[x3], 

[i23]»r [xiae] =(-i)»- «6 [ia6j«»«[xnsj-t- (-1}'« *» Li26]*«»[xiJ + (- [mj'd'lxaj. 



(III) 
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[m]»»»t«m]— (-0""[M*3V[iim]+(-i)"»'»»'[««]*»«[»«]+(-i)"»»»'[i34]»*»[«s3, 
[i«]»»»[««»]-(-i)"''[«8»l«#»t«tM]+(-»)""*[i«l*»*[«»]+(-»)'""(»M^^ 

[lMj»d*[x236j = (-i/"l-Ja6]'»-lxr';0 + (-tr [i20l'»Mx 

uncl ersetzen, unter BwOdoichti^rnn;! d^r Relationi'ti 'Ti, (Iii, ilie siimmtlichen zwei- 
hundertvierzig in (A^ eutliultuncu s|juciclleu Cileicliuugcu. Es mag hier bemerkt 
werdttB, dan m der -in Art 17. uAretondM Oleieliiiiig (P^ ikli ohne MMie eine 
Formel ableiten lüsst, wi li 1i< iV.c zwölf in dorn Systeme (III) vorkomOMOden Gleichungen 
umfiust. Zu dem Ende setze man in der Formel (i^) [m] = ligj, [9] [x|(oJ, unter 
[ft] eine wiDkOrüdie Charektmetik TeistandeD, ferner (») (ff) und bienaf endlieh 
(tr) (v)} man ohilt dann die gewünschte Formel iii der Goetalt: 

d'KJitOJ *»LxMill«'l =2(- ly'"""- ' 4^'[n^mtmr[*Oi](v}, 

wobei fw„l die Summe der drei Charakteristiken fw,], [w^], [coj] bezeichnet, also 
[wj [UjU^cj,] ist. Diese Formel ist im Wesentlichen mit der Formel (13) des 
Herrn Weber*), von der die gleichzeitig mitgetheilten Formeln (12), (14), sowie die 
in einer anderen Abhaudhmg**) gegebenen Ftarmeln (A), (Ä) apeeielle FiUe sind, 
identisch. 

Was endlich die einhundertzwauzig in (B^), (C^ eutualtenen speciellen Glei- 
ehungen befanflt, so kann man aas jeder derselben dnreh sweimaligee, in passender 
Weise ausgefQhrtes Quadriren eine Relation vierten Grades zwischen den (Juadraten 
der sechs in ihr vorkonunenden ^-Functionen ableiten. Die eiuhuudcrtzwauzig auf diese 
Waise entstehenden Glddnmgen Uefsm aber, wenn man die in ihnen vorkonunenden 
•^)nadrat« mit Hfllfe d»-r Gleichungen i'III) durch die vier f> Quadralo f>-fxi;, •'^'Ixil, 
•'[xs], d'[xisaj ausdrückt^ auch die Relationen ^I), (II) berücksichtigt, immer dieselbe 
Oleiehnng vierten Grades swisdien diesen. Tier 4^QaadntsD nnd kennen daher mit 
Hülle der Gleichungen i'l\ (II), iIlTl immer auf eine einzige unter ihnen reducirt 
werden. Die Herstellung der Gleichung vierten Grades zwischen 9-[xi], ^'txaj, 
die also in Verbindung mit den Gleichungen (I), (II), (III) in gewissem Sinne die 
dmmtlidMa einhnnderliwansig Rdatiooen (Bt), (C«) ersetat, soll jelst dorcligefttlirt 
werden. 

Zu dem Ende gehe mau von der Formel (C«) aas nnd bringe dieselbe, indem . 
man \p,} » [*] setit nod ihnlieh« AbkOmingsin wie oben anwendet, in die Focm: 

(~ 1)"" ' [IM] U46] »[XI] + (— l/'M-rtSU] [US] »[xS] *[xtS«) 

+ (_ •■(>«] [»*•] »[«•) »[«»M] — 0. 

*) WAtr, AsweedaBg der TfaetaftnetioBen elo. Matli. AanaleB Bd. XIV. pg. ITS. 

**) Wtber, Ueber die Kummer'sche Ftllche etc. CrcUi a Joiimal Bd. 84. pg. 834. In der 
Formel lA') iit wobl io Folge eines DnickfeUers »'[a + P,](f,,r,) an Stelle von#*[^ + (IJ(r,,v,) 
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Qnadrirt nuUl diese letzte Formel in paasrnder Weise zweimal nacheinander und berück- 
■icbtigl^ iua, venn [i] ^ [igj stets die Beziehuag »'UJCt'l = O^inli'^} 
tiASOk nuui dit Gkiebang: ' 

[m]« [CS»]« «<[si] d*i»nt} + [lu]« [ise]* d*iui] »*[»im] + [m]* [im]« ««[»*] ««[»im] 

- 8 [«»]* [m]* [IM]' [m]* «>[st] «"[xx] •'[»SM] •*[»»«]' 

- 2 [u»]*[iac]*[i»]*[iM]*«'[Kt] •■[«»l •'[xiM] 9\itiu\ 

- 9 [m]>[itar[i»]'[nG]* •>(«»] ••[«i] •'(«m] •'[«ni] — 0, 

in der man jetzt 9'\xsu], &'[»1M], 9*[miu] an« dem GleichangenBysteme (III) durch 
'»'[xij, ^[x3], d'[x3j, d'lxiM] enetzen kann. Geechieht dies, so erhält luan nach 
pMaender VcteiiiigaBg dw nmmineingelidrigaiB Glieder, woui mu aodi nr AltkOnniig: 

[««] [W6] [tM] — , [m] [I»] [iw] — e, , [IM] [IM] — e, 

9lM, die gewÜQBchte Relation Tiert«n Grades zwischen 9*[xi], 9*[*s], S-*[xi33] 

in der Forai: 

+ V (**[«!«»]»♦(«»] + ♦*(«»]♦*[»«]) 

- 2 (— t)-"' «^'«^'«"[«i] •»[««](•*[«!»] + (- i)il*«'[«a]) 

— 2(— !)■•"■ »•[«8i(»*f«i«si+ (— 1 i-^&«rxo) 

- 2 (— 1)»» »«^V<i***[«»»]*"C««](**[«»] + (— !)"••*[««]) 

- 2(- i)"««*^^<^V*'[«»«]#*[«»)(*'T««l +(- 

-2[(-i).-vv(^+(-i)-B£j:)+(-ir-«^^^^^ 
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15. 



Setzt man in der zuletzt erhaltenen üleichuug [xj — [0], so nioimt dieselB^ 
aan lie soglooh iiadi Poteuen ▼on ordnet, du CMaU: 

an, wobei: 

B = {- 1)" »äc,»r*,V[iJ »-|2j + (— 1)" »c.'f/O'fiJ&'fs] + (- l)'» '» c,V^f2l»*[») 
+ (- c/f/ö'fiJön-Vl + (-1)" '»'f/c/i'>-(i]»n:f] +(-1)" " CiV/*»['j]^(»] 

- [(- ir- vv([;2^f: + (-1)'" ^)+(-ir-<^v([^ + 

+ (- \r«'c,w (Ü"}! + (- 1)* ' [!"]!)] »*[»]•"[«]•»[»], 

C = ((- »»[•-'] + (- l/^e.'^'fs] ^-l;iJ + (- l?'r,= Ö'l;i| Ö-|r.)' 

ist Löst man die entstandene Gleichnng tuch 9* [i2s] auf, so erhält man ^'[issj 
dnreh ^[l], d'[f), t^[i\ MUgadrtekt in der Forai: • 

wobei das Vorzeichen der auf der rechten Seite stehenden Wurzel noch zu bestimmen 
iai Unter Zosklnuig der drd enten Oleielniiigen dee m* (DI) fllr (»] «■ [0] hmwof 
gelifnden Bpeewllcn S%sti :iH von zwölf Gleichungen, welches in der Folge der ein- 
facheren Aoadcocksweise wegen als (ileichuogensjstem {Ul^) bezeichnet werden ioll, 
Itot lieh nun direkt derttran, dsM die dni Anadxlleke Ji, C in der meikwIlrdigeB 
Benahnog m einender etehen, deae: 

JB« ~ -dC — 4(l»8]«ri2.1«ri2r.ri 12Cl'[t3.l]«[l3r,]«[«»]*[m]*[»6]*[M«]« 

X d^li] fr'[2j*»lajd»[4jd»[4]»«[6] 
iet Setzt man mit BOckaieht Uemof: 

yW^ÄC » 2[iM]*[m][i»] . . . (tte)»[i]*[s] . . . »[«], 
eo liatt eidi die Qlciehaiqj (w?) in die Form: 
(le^) Äd'im] + J5 - I» . 2ti83]*[i24] . . . [286] »(ij . . . *[ej 

briDg;en, wo »; entweder den Werth -\- 1 oder den Werth — 1 hat. Ziniächst kann 
mau nun beweisen, dasa der Werth tou q unabhängig von der Keihenfolge ist, in 
welelieir die vngefaden CberekteristikeD mit [«J, . . [eij beieiduMt worden eind. Be- 
sBckiiditq^ nen, du» die Gleidiong («0 weder geftndeirt wird, wenn nun swei der 
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ixii Qisraktciittikeii [»,], [a^]. lUi], noch aucli. \y^^nu iiiaii zwei der tirei Charakteri- 
■tikm [«tj, [fl^, [og] mit einander vertaiucht, bcrilcksiclitigt ferner^ daas [o,j, . . [oj 
di« Mcba angeriideii CbanUniatflcea in beliebiger Reibenfolge dantolleD, eo erlmiBt 
man, das* im /um Nacliwt-isc dor Unveräiiderliclikcit von ij ffenn(j;t, zu zoiiron. dass der 
Werth von ii iu der Gleichung (iv) sich nicht ändert» wenn eine der Charakteristiken 
[<>i3> i"»}' [^»\> 2- ['^.hI' "li^ «ner der ChaTsktenstiken [uj, [uj, [u«], z. B/mit [uj, 
vertauscht wird. FQhrt man aber diefte Vertauschung in der Gleichung (tr) aus, so 
kann man mit Hälfe der Gleichungen dee Systems (III,) zeigen, dass Unke nnd rechte 
Seite der dadurch entateheuden Glttchimg neh beneUich Ton der linken und rechten 
Seite der ursprruiglichen nur dann um denselben Factor unterscheiden, wenn t/ in beiden 
üleichungcn denselben Werth hat. Nachdem so die Unveränderlichkeit des Werthes 
von tj nachgewiesen, kann man denselben ermitteln, indem man für [o,], . . ., [&)„] die 
sechs angeraden Charakteri.stikon in irgend einer bestimmten, z. H. der natürlichen, 
Reihenfolge üclzt und dann linke uud rechte Seite der Gleichunu' i »r' i in Bezuf; auf die 
niedrigsten Potenzen von t"" vergleicht. Man findet »o, dasa den Werth — 1 
beniit, und es besteht daher, wenn yi^ — ÄC das oben angegebene ^•EVodnet be> 
aaiehnet, die Oleidniog: 

Ebenso wie ^[m] kann naa nnn aoeh die Quadrate der neon llbrigen geraden 

O-Funcijonen durch •&*[2j, ■^[a] ausdrücken, iudeni man das unter ('«) fiir 

Gefundene in die neun leisten Gleichungen des Systems (IIIJ einsetzt. Anstatt diese 
AnsdrOcke hier aufniatellen, eoUen — was im Weeentliehen dasselbe — unter An- 
Wendung des von Herrn Kosrnhain für einen speciellen Fall eingeschlagenen Verfahrens, 
die fQn&ehn, denselben Nenner besitzenden {^-Quotienten mit Hülfe der letzten 

für gefundenen Gleichung als Functionen derselben zwei unabhängigen Ver- 

indeilichen ^r^ , dargestellt weiden. 

Setzt man, indem man nater b noch unbestimmte Constanten Tersteht: 

£^ - f!{;j - Kl - - «b). 

•o stdlen sich in Oemlsaheit der drei ernten Oleiehnngen des Sjatems (III«) die den 

drei übrigen ungeraden Charakteristiken entsprechenden Quotieutoii in der Form: 
ü; 4* K'i ~i~ ^ ~l~ wx^jc^ dar, wo k, l, m jedesmal lineare Ausdrucke von a, b sind. 
FBhrt man dann die Bedingmig: ein, daee jede dieeer drei Formen in ein Prodnct sweier 
Linearfactoron zerfalle, in dor Wci^c dass A- -f- , ] •' . i + >iiJ\ ''. = — IMi)(l — nx^} 
wird, so erhält man drei Bedingimgsgletchungeu fOr die Grössen a, b, Tim denen aber 
jede eine Folge der beiden llbrigen ist Aas ümen bettimmeD aidi die Gr3«sen h ein« 
deutig, und es ergeben sich dann weiter fQr jeden der drei Quotienten die ihm ent- 
sprechenden Werthe von k und » ohne Mtthe. Man erhält so schliesslich, wenn man 
Boeh ans den linken wie tediten Seiten der entstehenden Oleichungen die Wursel aus- 
lieht, für die fUnf, den ungeraden Charaktaristikea entapreehendai tf^^notienten die 
folgenden Ausdrflcke: 
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»|3J (l-i3j|136 [131) »^^^ 'i-<^lMi 'I-ti), 

♦[»] [m]ti54)(is6] i'^* »^^^^ '^*»-'» 

wobei: 

»t, und die rechts stehenden Wanaln ilt Bsprlaentuitan «Dwwtfaigfr FnnetioMD 

von Vi, «, selbst eindeutig beatünmt sind. 

Hit Hülfe der oben fflr O^'fiss] gefundenen Gleichung läsHt sich nnn auch 
der Quotient der Functionen &*| i23l und ^'[s] durch jj,, Xj ausdriickeij. Durch Ein- 
führung; der soeben für die den unge raden Ohankt«rittik«ii «ut^ncbendea '0^Quotieoten 
erhaltenen Ausdrücke ergibt sich iiiinilich: 

.i = li-j4|'fij.--j'h-".l'^>'l^]-(^,-j-,)', 

wobei: 

it^ und man hki daher: 



>»[»] ■■ (mjHwjHW 



(- l)*» '»fa(l-j|^XI-P^Xl->^X' - r'T,) + x. ( l -a^)(t-y^)ft-t««.Xl-«-%!|)l-«J(g.kl^) 

Dividirt man endlich liniie wie rechte iSeiten der neun letzten Gleichungen dtt 
Syitanw (m,) d«»di [m]* •■[»], und emirt dit daan i«ehh anllnteiiden »'•Qnotieiiteii 

(hirrh die im Vori^jim fdr sie gefundenen, die Grössen x^, JC, enthaltenden Ausdrflckc, so 
erhält man die den neun Qbrigen, von [u, o),<k),] verschiedenen, geraden Charakteristiken 
oatipraGlmideD #'*Qaoti«Dt«D folgeiid«nnanMi ab 'Fnnelionai tob »i, daigeitalH: 

»•[124] f 121 ]• 1 2.S11 ••: .i.tr.l'lise]' 
»'(3] !i2.t,'ri:iij'ii3:.j'[i36j' 

. (-l)'"*[x,(l-x.Xl-f'x.)(t-a';e.Xi-r ' j.)+x.(l-x.X>-j»'«.Kl-<*x.Xl-r'Ji)]-2J^a^l^ 
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* «»[iSri] [l2:,7[23lV[-23.-.V'2»Gl» 

T«[3] [r237[134)^[T351'1130J' 

(-1)" " [x.(l -J-.Kl-p'x,Kl-g'x.X» -r'x.)+x.(l-«^)(l -p'x.)(l-g'.r.Xl-r'j.)]-af(x.|*.) 
te-»5)* 

gV|-. 'r] _ f 1 2f>]' f -28 1]' [-'aril ' [236]' 
*'ta, [123,'[134]'(f35l'|136]» 

(-l)'"»[a;.U-x.Ki-|'V.)(l-a'x.)(l-r'jJ+j:.(l-~x,)(l-i,»x.>(l-a«x.Xi-r'x.)]-»l^ 

••risii [Mi]»twi*f«<i* 

"iW"[>Ml»fl86]»tia«]» 
(-1)» ■* (».(t -|>'x,)( 1 - q'x,Xl-r*ie,)+z,(l - x.)(l - |i'x.)(l-<*ii;i)(l-r^M-» JC».te) 

♦*[l3 n] fSS4]'[SSS]«[2Sfl^« 
••[3J fliäj»[l36j'tlirr' 

•■[s] ii»]i[iu]*[isB]*[iaiq* 
(-i)^fe(i-«wXt-J»^Xi-<^Xt-Hg.)+x. (i -x.)(i--fVtX>-tW-f^l-«J[«kl<«h) 

**L-2£l [8»4]'[aa&]'[336)» 



*'(2S«) _ [234]'[ääa]'|a361* 
»•[3J [123]'[134j'[135]«[136]» 

Di« reehten Seiten der ttfaii letsteu Gleichingai kBuMn diunli EiiiflBbniDg 
von HalfsgrösHen aU QaMbat« cbnakteriatisebw Fonncn dNgMtalK IrainlsL Zn dam 

£nde setze man: 



iadtm mia oater y;ri, Yx^, . . y"! - Hx^, yr—r'x, UOlfsgiOMen vwateht, die n- 
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nuchst nur in soweit bestimmt sein solku, als die letzten Gleichungen, deren linke 
Seiten nmch dem Früheren «indeutig bestimmte Gr&uen sind, ea verlangen. Führt miu 
diese Hfllf^rQsaen in die Ausdrflcke ein, die sieh soeben flir die zehn den geraden 
Charakteristiken entsprechenden d'-Quotifiiien ergeben haWo, so gihc-n ilit-:>>- Ausdrücke in 
Quadrate ndidunlor Functionen dicset llQli'ägröa.scn Ober, iiutl os lassen Nii^li entsprechend 
die ^-Quotienten selbst als rationale, hin auf die Vorzeichen bestimmte Functionen 
darmllien GritoMO danteUen. Man erhält auf diese Weise, wenn man anch in die fünf 
früher schon i^ewonnencn Foriu(>Iii die erwähnten HOllaglBaeea einftllrt, fOr die fllnf- 
zehn d'-Quotieuieu die tulgfiiden Ausdrücke: 

[124j [iaöl [18«J 



9[-i] [V2miiT,][n6] ^- ^ - 

«[Sj L>3<.M13"'J|136J>^*^ *i Ki — «tl • 

•[s] [iM][iuj[iMj r^Vi^^ P*i* 

*ia] [i28][i86jti34| ' r*ir» t*»» 

♦m [ittj[iMj(ise] ' * »^«i r A 
* 1231 vT^T^ttTüT JJSÜIL^ ^ 1 

*L3J • ' [l»41[»»ÖJil3GJ 

y^yt^j^ y i^'a^ Vi - g*^ yi-r*iK, - c-d" "V^ y r-^ ^ - g'.c. yi - hx; 

-an ' 

»[IM] _ ■ [mJf2341|235|:2.Sfil 
♦1>1 [123].[l34jUd5JL»36J 

ygyT::!^ yr:::j»'ä^yr::?Kyr^^ - (- »" " y^^yr^yt q^v:yi:i?^ yi - f«x. 

*, - j-, • 

^ ♦l«) (ltaJllM][U6][lBCj 

ygyT^yt -g*«^ yT^*. yr=?^. - (- d'* " y^yi^yi-y«. yi -g»a^yr:i?^ 

X, -X, I 

»UäftJ _ , 1// — TV" Laa*]L8a6l[836l 

»[ml 1//— ITiTlV I'3«Hä«*U23ftII2S6l 
»[8J ** L'"Jll31jll35)llS8] • 

. V^^ y -p'xTy» -r'je^- (-i)'*»Vx. y rr^i I^'x, yt^^TiVi -r'x. 
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a:, — X, ' 



X, — X, » 

*(3J ^»'^ [I83j [IM](I«5)[186] 

1 «, — «, _ * 

. yi;yi^*.Kr^F^vi^?^.Kt^r»x, - c-d"" vx,ki-j. vi^^ yr^a^yrrr^ 

c, — ^ » 
»[8] '"'^ [123J |1S4J[186J[18») 

y*^yr3x;yi"p'x;^t/r— 9«x,yi— r'j,— f— i)'*-"Vj;yr^, yi-p'x,yi— ^'».yi^r'x; 

X| — X, 

In dii'.-icni Systeme bezeichnen , . ., noch zu bestimmende Grössen, deren Quadrate 
Bümmtlich deu Werth -f- 1 hab«n, während unter V^— !/• eine beliebige der beiden 
WoRcln % der Gloichaag |* — > (~ l)".»* n Tentelimi i«t 

üm die Grössen f^y,...^f^^, zu bestimmen, dividiro man die fflnfitehn hiis i'C'i'J 
für [|t] — [OJ folgenden Gleichungen durch ^[hJ und führe au Stelle der entstehenden 
•^-Quotienten die fBr sie soeben u^geftellten AotdrOeke «in. Ei ergeben «ieh dann 
iwimImd den OtOuen « die folgenden Bedehnngen: 

^ - (- *. , *. - (- ir »* » •* - (- 1)" *' . 
«. - (- l)«- «. , *b - (- l)" »' , «, - (- «. I 

- (- l)" *" , = (- 1)" f. , *.o - (- l)" *' «. . 

Gleichzeitig würde sich dabei audi dir Werth der in der Gleichung i'««') TOt- 
kommenden Ur&ase ij ergeben, wenn derselbe nicht schon früher ermittelt und ein- 
gesetzt, q vielmehr ah nnbeatimmto Ortate w«iter geMirt worden und alt eolelie 
in die Ausdrücke fiir die zehn letzten ^-Quotienten Obergegangen wSre. Die eine 
ChAne C| bleibt, wie man sieht, unbestimmt, d. h. die fOnfzehn aus (CJ f&r 
\S\ * [0] fblgenden Oleiehnogen werden identiecli «rftUU, eowolil, wenn e, » -(- 1, 
all amdl, . wenn £, = — 1 gesetzt wird. Berücksichtigt man , dass die HtlU»: 
'giSsaeu y«,, . . ., yi — r^ij nicht eindeutig bestimmt sind, und dass bei pansen- 
der Aenderung der Bestimmung derselben zu deu Ausdrücken fiir ilie den geraden 
Charakteristiken entsprechenden 0^)aotienten, und zwar immer gleichzeitig su tllen 
MhD, der Factor — 1 himmgebracht weidm kann, ao erfclirt lieh diese Unbeatimmtiiatt 
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TOD ti, sagldeh erkamt man aber auch, dass stets = -|- 1 gesetzt wetden dai^ im 
man aber <lann nicht nur die fönf ersten der obijjen fünfzehn (Heichungen , Rondom 
auch noch die sechst« bei der Bestimmung der Uülfsgrüssen berücksichtigen muss. 

Bei der Tontehanden TSMmmduiag habn die aedis imganden 4KFoiietiaiiini 
ah Auggangspunkt gedient; an St.'ür dcrsolhen hätte man auch, wie aus dem Gange der 
Untersuchung unmittelbar ersichtlich iüt, von irgend sechs anderen d-Functiouen, deren 
Ohankterietikeii ein Botmkab/wAM Secfaewqretem bildeiii •Ugoneia T<m '•■[«•,]fv|,'. . 
d[xc3,.,]ffr^ ausgehen und entspreehend die ftnf/ehn den Kenner dfxojfr'fl besitzenden 
^•Quotienten durch zwei unabhängige Yeribiderliche x^^*^ anadrOckeu können. Die 
dieeem allgeiiMiiDeD Falle «ntepieGbeiiden Ponnb Immii sidi «ber olme Mühe mu den 
flbi&ehn ob^en, dem efaddln Felle (»] »> [0] entapredieiideii, aUeitan, indem man 

in diesen letzteren, die ftlr belieinge Weitiw der Variablen ' i^n ltt n, («) in (* + |]|'D 
Obergehen liisst, die neuen (irSsscn, in welche x,, r, durch dic-c Aeiulcriinpr von , 
flbergelührt werden, mit Xi^'>, o^c' bezeichnet und hierauf auf die linken Seiten die aus 
der Okkbang (6) dea Art 1. folgende BeUtion: 

anwendet. 

An dieeer Stelle tei aneh nodi enriUmI, daee die nenn denwlben Nenner 

l>*[c.)| 6)j (j ] l O'' besitzenden (luotirntfn der von Null versrhiedenen firögscn 4^*[f](i'**ll, da 
zwischen ihnen nach dem Früheren sechs von einander unabhängige Belationen bestehen, 
■immtUeh daieh drei HlllftgrBaaen, i. B. dardi die im Frflhnain eingeflilirteD OiBaMo: 

•negedrilokt werden Idonen. Setzt man: 

l'.*-=l-r, ?,*-l-2', r.«-=l-r», 

Pr' = — j>» , =1^ — q*, r,» = ry' — r», 

so folgt ans den drei ersten Gleichungen dea Systems (II) in Art. 14.: 

vad ana den dnt ktaten Gleiolinngen dieaee Sjateme: 

i>iw.ir+H.»-t>2;>l'|i-'M'l''<-.|' nu.ir+i».i«'l!«8i'H26l'liiej 

U ^ [ilil«[M6j*p^ • 
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Mit IlQckgicht hierauf kann man, indem man allgemein unter }^(— l)'-'"«*' eine beliebige 
der beiden Wurzeln | der Gleichung 5! = ( — 1 versteht: 

F— [236][S36j' > |J36|12»4|' ' ' [2S4)[mJ » 

„ = i/f-n».»« [i«5lli»6l . _ , ).«« v Ii8ei[i84| _ -jw«- 



f83ö]|236l' [8801(234]' ' [2»4][235l 

/'r=Kl Y\ [«S4)lS3öJ[23<5|' ' ^' [S34] [285J[«80J ' 

^ — Kl K^. [4»4j12SSJ[8S6] 

setzen und erhält dann die neun genannten Quotienten ausgcdrQckt wie folgt: 



1"3!' ^ V( - 1)14. U \f{- 1)14. IV J>,9^ ' 



|l«3]i I. -2 ^'(_|)ig.iy K_ DU.io" r^p. 



fiS4]« ^ j,„ V(- li lL*^ 11!»:^ 1;^- üilf^ pg.r. 
[123]' > V(_ DÜ.if Divu' p,9^ ' 



II851« 
|liS|' 



VtZT iii- ■! t (- 1)1«.» ?,r, ' 

[ '»6]' _ /_ j .„ . ,r ":_V(^n^*:!E^ ij» :g p^^^ 

ÜMl! V(- 1 )»«■ »• V(- 1)1« -ly r,p, ' 



ÜMII ]/(- Hin?- V(- i)ia . 14 p,7p ' 



Iii»!! Vf- i)ta.u: 1)1«. ia: g.r„ ' 

L*^*:^' — i- IV». «• V^(-i}^^V( - ijü-aai ris_ ^ 

Üi«l! V'(— lliL*^" Vi- l)'4 1«" Vr 

Fuhrt man die gcwuniieneu Ausdrücke in die Gleichungen (1), (II) ein, so wird eine 
jede derselben identisch erfüllt. 

Die fOnfzehii üben abgeleiteten Gleichungen, weK-he die 0-Quotionten als Func- 
tionen der nämlichen zwei unabhängigen Variablen x,, darstellen, zusammen mit 
den soeben für die Quotienten der zehn von Null verschietlenen Grüsscn ^[«KOj er- 
haltenen Ausdrücken können als vollständiger Ersatz der sümmtlichcn in {A^, (Ji,^, 
(Ih), (C^), (A.__), (li.j enthaltenen Gleichungen ungesehen werden, insofern als eine jede 
derselben durch Einführung der Grössen ar,, x,, p, q, r identisch erfüllt wird. 
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16. 

Die Uuierijuchungen des Art 14. haben gezeigt: 

1) dass durch die Quadrate von je Tier d-Fonctionen, deren Charakteristiken ein Yierar- 

B}'Btem zweiter Art bildei^ di« dar Bw5lf ttbirigett lioMr «itgsdrfiekt wurdeii fcBnoaii, 

(System (III)) 

2 ) dass zwischen je Tier solchen d-Quadraten eine homogene Gleichung vierten Grades 

besteht, die aber in Bezug auf jede der vier ^Fonetiaiieii ueh nur TOm TieirUo 

Gnde ist. (Gleichung (TVi^ 

Aduiliche Eigenschaften kuniuien jedem Systeme von vier d-Functionen zo, 
dereD OhwrakteristikeB tin Yietutjüim erster Art Ulden. Man kann alaiUdi» wie 
im Folgendnn gpftchflicn snl!, /oiffpn: 

1) dass durch die Quadrate von je vier d-Functionen, deren Charakteristiken ein 

Vierersystem erster Art bilden, die der iwBlf fllnigien linanr anagedrfldct werden 
können, (System (UV)) > 

2) daas zwiachen je vier aolchen d-Functioäen eine homogene Gleichung vierten Grade«, 

ein« Mgenonnte CtSpetwch« biqnadrstieehe Relation, beetebt, die aber andi in 
Besag auf jeile der vier ^-Functionen vom vierten Gratle ist. (Gleichuufr 'IV')) 
Beseiebnet man in der Formel (JBJ, in welcher [x] — [OiO^««««], [A] eine 
beliebige Gharahieiistik ist, und { eine der Zahlen 1, 2, 3, 4 Terlritt, die Chank- 
teriitik [x] mit («J, sefat fimer [fi], bq erhilt man die Fbimd: 

in weither also [aj = [01,0^0^04] ist, während ffi] ihrer Entstehung nach eine be- 
liebi^fo Charakteristik bezeichnet. Setzt man in dieser Formel nach einander { -= 3 
und S = -If so gehen unter Einführung der im Vorigen schon wiederholt angewandten 
abgricOnten Beseiehnnng die Gleiehongen: 

[OB]'«*bi]—(- ly" • " [W]»«*f|il8] +(- l>'"«'(Of]*»*(|»»] +(— ly"*'^ [04P»»tM8«], 
(0*]»«»[(i]— (-l)^««'[0l)*«*t|»14]+(— iy"«^[0f]«#*[|»>4]+(— ly-W-^CMp^^ 
besidilich berror, ans denen man endlich durch Blimiaation von ^rfM4] die Oleiehnng: 

(III') ([04!' - (- 

— i • (— iy'""[0l]'|04j-&-[;*Uj + (— i)"'"'"(02j«[0*J»d*|/t24] 

erhält. Die Charakteristiken der vier auf der rechten Seite vorkommenden ^-Functionen 
bilden einTierensjatem enter Art^ and man kaoQ, odt SBeksiciht auf das in Art.8.Geieigto, 
bei festgshaltener Charakteristik [ft] durch passende Wahl derCharakteristikeu [m^..^ 
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jedes beliebige ViererNystom erster Art, iu welchem die Charakteristik [ft] nicht vor- 
koiiinif, crzcugnn !^Iit llUlfe dieser Formel ist man also im Stande, durch die Quadrate 
Tou vier {^-Functionen, deren Charakteristiken ein Vierersystem erster Art hildcn, das 
iQnadrat einer jeden der ewulf Qbrigen linear aoszudrScken. 

Um die erwähnte Tiö/y/Vche bif|uiidrati.<oho Holution zwisolien den vier Kimo- 
tionen 9[xu}, 9[xu\, 9lxi:i], deren Charakteristiken, . wenn [x\ willkürlich 

gelHMn wird, aadi FrlllienBi eiu beSeUgw Yieranjstem enter Art repilaeiitirNi, sa 

erhalten, gehe man von der am Schhissp des Art. 12. gegebenen Formel (C/i aus, 
die, wie tckm in Art. 13. erwähnt wurde, die merkwürdige Erscheinung darbietet^ 
daaa die Tier M irgend swei der drei in ilir Torkommaiden #-Prodiicte auAretaudan 
Charakteristikeu eiu Viereraystem enter Art liildeii. Qoadrirt men dieielbe ia peeiender 

Weise, so erhält mau die Gleichung: 

— 2(— 1)»* "■[&13|[&2lj[M4jlr.ü3j&lxl.(J<tlxv:4]ftfxU]d[x23], 

in der jetzt noch das Product i>-[y.u] durch die vier Functionen {^-jx i.ij, #*[xi4], 

^'[x23j, ■&^[x24] zu ersetzen ist. Zu dem Endo lasse mau in der Gleichung (III') an 

Stelle der beliebigen Charakt4'risitik \u\ /niiildist <lip (liiiraktcriHtik fxi'i], bieruuf die 
Charakteristik [x;(4] treten; man erliiUt dadiinh die )>cideu folgenden Gleichungen: 

(|04|* — (— l)»l*[03j*) ^-[x i-jj 

_ (— l)''3-"[<,l]»[04]*^fx24l + (-1)»K(— 1)'""102P|04]*^''[X14] 
— (— 1)'« '»i0lJ*[03j*e»|xS3j— (- 1)» *.{-!)»!».(- l)'* " L02j'[03P»*t«13j, 

([•*]* - (~ m'^v) »"[«3«] 

-(-l)«l*.(-l)««"tWl'[wm«»4]— (- !)•» "t<»]'[«P«*[«»4]i 

aus denen dann, indem man linke wie reelitc Seiten nu't einander maltiplieirt Sud die 
auftretenden Exponentialgrussen. passend vereinigt, die Gleichung: 

([04]* - (— l)"'[03]*)V[«ia]**(«»4j 

— (— l)«"' . (— I i" -t -•'■[oi]«[o-2]'[o:i]»[04]» 

X (d*[xI3] + (— + ( — l)*"**l'<23j + (_1)3>.(_ l)«l»**[xS4]) 

+ (-!)«•»'.(- l)«'+«'-[üt]»[02]= ([<,.;. 1' + (- l)^i»[04r) 

X ((— ir '^'fxKlJ^fxHj + (- 1)' «.(- l)»*-»'*»[*SaJ*»[x84j) 

+ (-ly-«*-. (- 1)« » •+» • [o3j'[oij^' ([u. r + (- 1)'1«10-.)*) 

+ ((- 1)" [0l]'[ü4]' + (— l.)« " [02]'[03]«)önxl«] 

+ ((- C<»J*[o*l* + (- l)»'»[oij*to»]*)«»[«wj 
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horroj^eht Führt man den hieraus fQr das IVoduct »'[xi :] 0-'[x.ti] sich ergebenden 
Anidrnck in die obige GleichuJig ein, wendet die mit Hülfe der Formeln (I), Ql) de« 
Art. 14. henostellenden Bebtioncn: 

((- ly "■[Ol]«rMl*r6»«]*[M*]*+ (—1/ *'' [OSJ* [OSyi^y [:..U]') + tM3]«[B24]« ([04]* - (- 1)»I*(<M)«)* 

— (—1)» .(—lJ»lH0»l*t«8j*t<»]*[Mp(l"2j* + l)"*lM*l*), 

((— 1;'* " [02lM04l*f51V.M*(634j« + (— 1)» ''lni]M03]*(512]'[534]«) + [623jH6Uj"([04j* — 1)»1*[08]*)* 

— (- 1)>« «4 . l)«i»[Ol]»l<»l*(0»J*t04j*([*Wl* + (— lyl». (- l)»l*tft»4l*) ■ 

an und vereinfacht dann noch diu auftretenden Exponentialgrössen, so erhält man die 
gesuchte biqnadratiaehe Relation xwiMhen den vier Functionen *[«isj, ^Lxujj ^[»mJ» 
&[x:.'i] in der Form: 

(IV) e*[xtS] + (— lf*9'[x U| 4- (- l)«l*»n*23l + (— (— 1)«»^(«24] 

(_ 1)" »*-d*rxi4]d»[x23]) 

Die Ton 0I|mI^ gegebene ipeeiene Gleichung geht aus dieser allgemeinen Fonnel 
unter anderem hervor, wenn m» («] — [H], — [JJ], [Ofe] — [JJ], [«J — 

(•«]-[:;: -t-^t. 

Der gewonnenen Endglcichong (IV) soll jetzt, ähnlich wie JJorckartU**) in 
einem speeiellen Falle es gethan, eine andere Gestalt gegeben nwdai. Znnichat «r- 
bilt maii nne den Qlefebnngen (J), (II) dee Art 14. die folgenden Baktionen: 

(M]« + (-l)^[04]* 

-(-l)»i«.(-l)*([m]*+(-l)«*[»Mj*-(-l)»i«[»»]'-(-l)^.(-iy»'[aMl*), 

tM]*+(-iyftw]* 

— (—!)*'*•(- l)"*(tM3]«-(- 1)»1«[614]* + (- l)'l*[6«]* — (- iy^*.i- 1)«"[524]«) , 

*) O^mT, Theociaa tiaiiMeiiilMiHiiiii AlMÜHMiim «le. CniBe<b Awnal Bd. M, le» m. 
'«rdWi«. ITslM «e IWiMI«« te AHNMtf'acbn FU^ 
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-(-iy!*(t«iar-(-l)W[„«]«_(_i)t:*[5M]«+Q-iy;4.(-iyi»[.,4l«^^ 

[03]»[04]' (— iy-»'+«-«' ((- iy »« |5i:<]'|.-.u]' - (— lyi». (- l)- »* |n-.'yp[524l') , 

tOlJ«[Wj* — - l)*'** -»-»-* ((— 1/ '* t613j»l5»3j« - (- . (— 1/ " i5Uj*L624j»j, 

und wfliteir noch du Olwcliaiig: 

-■^*j7 *((- 1)»^ t»up + V(=^. (- iy*[»M)» + *, VF^. (- !)»'[«»]• 

+ ]/(- - lf^ (- 1)' * fö-.4]') , 

wobei «Ugemein — 1 }' «^iiif beliebige der beiden Wurzeln g der Gleichung 1)*It 

+ ',-> 

bezeichnet, und das Symbol iZ bedeutet, daius das Product jener Tier Tenne gebildet 
werden soll, welche aus dem allgemeinen, hinter dem Symbole stehenden Gliede hervor- 
gehen, weoB man an Stelle Ton f,, nach einander die vier Variationen der.Elemeotd 

-(- 1, 1 zur zwpHon Clasvo tuit Wirdi rlKiIunf; treten lii-S.sL Unter Anwendung «lieser 
Relatioucu geht, weuu luau noch die tliarukterutik [xj in neuer Bezeichnung durch 
[«mJ eraete^ ans d«r Oiflkbnng (TV) die folgende berror: 

•*[«61«] + (— l)»l««*r«14] + (- 1)' »d«[xB23] -f (- iy*.(~ \y »♦*[jt6J4] 
^ (-»)*' "'[«»]•[»"]• - (- (- »)''"[M»l'lM*i* 

X ((- 1)'«"»!««»] •»[«»"] + (- ly«. (- iy""««[«M»] o'[«Ba«]) 

X ((— !)"••■ ♦•fuMsl ♦•[«»»] + (- !)•*. (- !)"•* #»[lC»U]«»[»M4]) 

_ f_ ty.uM' [MS]'- «LM4J' - (- 1;' -[aaa]' + (-1)" *■ (-i)"[5a4]« 

^ ' (-l)»»'+"*"[618J»(Jtt4]"-(— 1)'*+»'[B14]*[M»]« 

X ((- l)> «'+«-« d*[«»M]»»[««Ml +(- 1)' *'+« « *»[«*U]«»[«6M]) 

+ 2 C- IV-»»»" t-*>" ** • 'J' * • i>!^* l613][6Ul[6 8»]ftt4] 



+1,-1 _ ^ 

_n K -\ >\ :5is] '+t>V(- i)3 ♦.( 1)' * 1 Äui'+*,j c-D' »■(-i)*''[5g3] '-ft,t,V( -i)a«v^(-i:, >,«.(-i f' |si4]«) 
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Ax» diflm UMm OUadumg ab« «rbilt man «ndliok mtA, inden idmi: 

yFTF^»[«M»]— •(«»), Vi-iy^ y(-iy **i«M4] — e(*u4}, 

y(Trip=f BIS] _ (613) , V(^y [a u i = (si*) , 

V(- 1)" V< - 1 ■ ' [^>23] = (•••23) , Vi - I f* i'C^)' ' Vi- 1/ * [524] — (.V»4) 

setzt, wubei ullgeiuein unter ^( — 1/ eine beliebige der beiden Wursela | der Glei- 
ehoDg V * Vi- ly, and unter y'(— lyAW m» Miebige der ImUm WumIii | d» 
Glaidbmig — (— so TtnldMii itt, die GtoMhmig*): 

+1.-« 

I O 1 IXM- (ai3)(M4)C6a3)(6t4) il (<6I3;' + t.tSU)' + f.(623)' + 1.1.(624)') 
T * V. ((Bl^*(S14)i— <ftn}*(»t4}0 (l»l»/lM»)* — (61^(M4)*)((tlS)*(«Mi)*— 914]*(m)*) 

X e(»«is)e(ii6u)e(»5tt)e(x6M) -= o. 

Vergleicht mau zum Sclilusse die in diosoin Artikel gewonnenen Resultate mit 
denen des Art. 14., so erkennt man, dass mit Hülfe der Formel ^111') durch die 
Qnkdnia ftm vier ^-Fanetioiieii: ■ 

(V,) »[xo^a^liv}, *[xw,a,]([r), »[xo,mt]iv}, 

denn Ohankteriatiken ein yiererayitem erster Art bilden, die Quadrate der nrölf 
Übrigen sich in analoger Weise linear auedrlU^va, wie im Syetome (Ol) dnreh die 

Quadrate von vi> r ^-Functionen: 

(V,) y[xw,l^;i}, ö[x«ase]Cf|, »["».«««aj]!''?, 

deren Charakteristiken ein Vierersystem zweiter Art bilden, die Quadrate der zwölf 
übrigen sich linear uuxdrQckcu. Solche zw5lf Gleichungen (III ) ersetzen dann ebenso 
wja die Gleichungen (III), wenn man noch die Relationen (I), (II) hinsunimmt, die 
säiimitlichen Gli-i« lunij^on (/^N ersetzt weiter in Verbindung mit ihnen 

die Gleicbong (IV'j, in iihuiicbem äinne wie früher die Gleichung (IV) zusommcu mit 
den Glaiebimgeii (III)» di« dnuBtKdieii Gleichungen (lir), (Ci), insofern ab man ana 
ibr unter ZnbtÜfmabme der <}leiebtmgen (I), ^I), (Wl) doreb «ine Seihe paeeynder 



*) Teq^ Uemi IMmmi , Ueber das AddiUeMtkaocem der «^FaBctieaeB eteb Grtlle'h 
Jncaal Bd. M. |ef; «W. 
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UaforiBiiiigMi SU jeder der Relationen (B^ ), (C^) gelangen kann, wenn man nur «labei 
'Up «lirecte Ver!j!< i''lii!!i'i (l<-r i'>-I'i'i!u'ii zur ncstiiiiiiiini^ von r;r"is«en, «lif den Werth -\- 1 
odtT — 1 babeu, beutttzt Quaürirt man die (jleichuug kI\' ) isu, tiu«» die euUCeliende 
Glekhung nur gerade Potetnen der S^Funetionen entUUi, ao kann dieM Mstere mit 
Hülfe der Relationen (I), (II), (III) in die Gleiehong (TiV) BbergefQhrt werden. 



17. 

Dieffinl voraufegeheiiiicn Ariiki-l iiuLifii »ich luic der Latersuchuu}^ jener If-Ki-lationea 
besehüftigt, wekhe au» der Furmcl ilt) des Art 9. folgen. Di« Formel (Iii x-ihst ent- 
sinn«] iliirrlt Combination d<'r l'oriin'lii i /',). ( Dio diesen It t/.teren eiilsjiri elienclen 
t^-Uelatioueu sollen jetzt ab(;<.-leitei und zur Herstellung der .\<lditiuDäüteorcuie der 
9-Qiiotienten Terwesdet Verden. 

Versteht man unter fM,,| eine bdiebig» gerade Charakteristik nnd denkt sich die- 
aelbe in drei nngeradc zerlegt, so kann man, welche der beiden mSglichen Zerlegungen 
auch vorliegt, die Bexoiehnuni^ der uugeraden Charakteristiken durch [oi,j, . . [oj 
immer so oiuriciiten. dass die betreifende Zerli'<_'iui^' durch [uj [&>, fii,0|) repriUentift 
winl, und e-. niiiiint (liiiiti ilie en<si)ret'lien<le Formel i ' "d'-'r ' /'.), wenn man noch 
berücksichtigt, das« in derselben [Ut^/ die ürüsse ittia,) die Grösse X(yvi' ) vertritt, 

die Gestalt: 




an. DIcM Formel bleibt nach dem in Art. 12. Bemeikten richtig, wenn man 

«»««.■i— (- **'**[«»JW*[-««i<»]Ct])df««i.ff]f « - » — 

sel/t. iiiit«r (m), (p), (k } unabhängige Verinderliche vcrstiinden. Lässt man in diesen 
A'iMhikken w ) /.n < ri niTcIi-ii, so inM>.s, wenn nicht der Null irleich Aerden 

soll, in «ekhem i'alle die likichuug {i') entweder eine Identität oder eine der 
Gleiehnngen (B,), (C,) de« Art. 12. liefern wfirde, die Charakterii^ik gerade 
»ein. Setzt man dnliep wi iti'r, indem man unter frjj eine heliebige gerade t'!i;inikteristils 
die auch der Charakteriülik [u^J gleich sein kann, versteht, [<i>^<>>J, so gehen die 

obigen AuadrQcke für s';^, «(«•,. ], wenn man noch an Stelle dea Bnehatabeus u> den Bn||i- 
■taben « treten iSsst, beatiehlich Ober in: 

und ana der Gleichung (P) entstdt, wfmn man jetsi diese AusdrOeke au Stdle tob 
«Kli *k'«tl «tnfShrt, eine 4hFormel, der die Gestalt: 
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gegeben werr]r>n kann. 

Üelit man jetzt in dieser Gleichung, in welcher [«] eine beliebige C'hnmkte- 
risttk bezdcfanet, [tf] = {mogto], indem man aiiter ^d^], fit] zwei beliebige gerade 
Charaktcri.'itikcn TOlteht, die auch einander gleich sein düri'i'n, und wendet die rornicl 
(5) de« Art 1. aiii «o nimmt dieselbe, nach passender Vereinigung der Exponential- 
giOasen, die Gestalt: 

an. In dieser Formel besetebnen also T«*»!, t4»1> [<>1 willkflfarlioh geartblte g«- 

mde Charakteristiken, die auch* theilwois«' odi-r alle einander j^leich sein kimncn. fw,], 
[a^], [UiJ drei ungerade Cbarakteristiken, die der Bedingung [oj ^ (UjOijOjJ geuflgen. 
Zerlogt man jetzt avch die (gerade CbaFahteristik [d^ anf eine -der beiden raS^iehen 
Weisen in dri'i ungerade, und Li/eicliiHt dics'-lhen mit [(•>,", \o^], sodass also 

[«>«J H= [ö,ci,a>s] ist, so kann man i» der letzten Gleichung [u^J = [ö^] setzen, «renn 
maö nmr gleiebnitiig an Stella der CbarBkteriatikeD'[(>),], \(o.], [uj die drei Charak- 
teristiken fo,], r«jl, (afj treten libst. Tlmt man dies und setzt weiter noch [w] == [w], 
fahrt auch an Stelle der beliebigen Charakteristik [xj eine andere gleichfalls willkübr- 
liche Charakteristik [X] ein, so entsteht ans der Gleichung \Z) di* Olaidmng; 

itmO 

und man «iriitit schliesslich, indem man link« nnd rechte Seite Ton (Z) durch Kake 
und rechte Seite von (iN') hc/jehlich dividirt, das Additionsthmrom dar 9 Quotienten 
in folgender allgemeinster Gestalt: 

V (.s«.^>-irtty ^^'"'^''" ' »C««.M >o., l(g) 9[*mtiä^»im,]it) 

(-»>"*•"<-») "» »j„jj„j ♦Loji«i Höm WM 
n«ibH«)»M(«) "* " TMir ♦t«]w »ww n«jw 

Dn hierbei [u„J. |f.)|, [m^], |(jJ vier bdiob^;« gerade Charakteristiken bezeichnen, die 
auch theilweise einander gleich sein kSanen, so kann man dieselben stets auf mehrere 



Digitized by Google 



— CO - 

Weum w> bflsümmei], dmn die linke Seite sbgeielieii von euieni Factor + 1 in 
«'[«](n + v} : »[0\iu + 4 flbergeht, imt«r [c] «De belieb^ der f&n^äui von [0] tat- 
idiitdenen Cbu«ktenstikeu verstanden. 

Sefait man in der .gewonimtB Fotmel [ä] = [d„] = [0], [x] — • [a], [k] — [OJ, 
80 erhlH nui die Oleieboiig: 

»[w^wl > + e) 

"*[0K« + 0 

»[«■,ai](u) »l-JC") . V/ »(«».-»(-*)• *WW 

^ »WW »MW »[WW "'"fff ^~ »[oi M »tolM ¥[örw »MW 

In i^lcher nunmehr die vorkommenden ungeraden Charakteriatiken den Bedingungen 
[»lO»!«,] = [üioJ, [»trajoj " [0] UDterworfen sind. Diese Gleichung stellt die ein- 
facbBte j^ditionsformel fflr den zu einer beliebigen Charakteristik [i\ gehörigen 
•^aoiäcmten dar; hIc besitct die Eigenschaft fttr (v) ^ (0) immer in eine identiache 
Cfleidiung abenugehea. Setact mau auch noch [m] — [0], M gebt ans ihr die Gleichung: 

»KK" + ■•) 



hervor, wi'ltlic die einfachstn Additionsforrnol für die dm gefaden Charaki.rrisitikpn 
entsprecbendeu ^-(Juotienten rcprüaeutirt Dieselbe besitzt die Eigenaehaft^ dass jedes ülied 
in Being feaf die Yariablengjgteme (u) und (r) ijmmetriaeh iit; aie gebt immer fir («) 
— (0) ond ebenso far (v) — (0) in eine identiaeb« Oleiebnng Ober. 
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